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Mark 
AVANT-PROPOS. 





= L'Exposition de la méthode des E’quipollences, de 


©-G. Bellavitis, dont j'ai publié une traduction française 


en 1874, estaujourd’'hui épuisée depuis plusieurs années 
déjà. Au lieu d’en donner simplement une édition nou- 


velle, il m'a paru plus utile de composer ce petit Livre 


sous une forme peut-être mieux appropriée à nos habi- 


tudes françaises. 

Comme en 1874 (!), je suis persuadé que la méthode 
des Équipollences peut rendre de très grands services 
dans un très grand nombre de questions, et qu’elle mérite 


de passer dans l’enseignement, d'autant plus qu'il n’est 


besoin, pour la connaître, d'aucun principe réellement 


étranger aux éléments de la Science. C’est surtout ce 
qui m'a décidé à faire cette nouvelle tentative. 

Je me bornerai ici à signaler les modifications les 
plus essentielles qui m’ont été suggérées par la pratique 


de ce calcul depuis 1874. 





(*) Voir plus loin (p. 1x) Exposition de la méthode des Equi- 
pollences, PRÉFACE DU TRADUCTEUR (1876). 
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__ J'ai cru devoir renoncer à la notation spéciale «4: em- 
ployée par Bellavitis pour figurer une équipollence, ainsi 
qu’au signe de perpendicularité qu'il appelle ramun. 
En dehors des difficultés typographiques qui ont bien 
leur gravité, il faut reconnaître que la multiplicité des 
signes n’est pas sans quelque inconvénient pour celui 
qui aborde une étude nouvelle. De plus, le danger 
d’une confusion entre l'égalité géométrique et l'égalité 
ordinaire ne se produit, pour ainsi dire, jamais dans la 
pratique. Quant au signe i— /— 1, rien n'empêche de 
lui donner, comme on doit le faire dans cette méthode, 
une signification géométrique par définition même, dès 
le début, aussi bien qu’au ramun. Je crois que sur ces 
deux points le lecteur approuvera les modifications qui 
se sont produites dans ma manière de voir, et les sim- 
plifications qui s’ensuivent. 


J'ai conservé, au contraire, le signe e pour repré- 
- 
senter €? ou 1. Cette notation est d’un usage facile dans 


une foule de questions. 

Comme l'indique le titre même de ce petit Ouvrage, 
il se divise en deux Parties : théorie, applications. 

Dans la première, qui est cependant fort courte, je 
me suis efforcé de réunir et d'exposer le plus clairement 
possible les principes essentiels de la méthode. A la ri- 
gueur, on peut dire qu’on la possède quand on a lu at- 
tentivement ces soixante pages. 

Quant aux applications, j'ai cherché surtout à les 
varier, moins pour les solutions elles-mêmes qu’en vue 


de l’emploi du calcul de Bellavitis, afin d’en montrer les 
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nombreuses ressources et d’en rendre le maniement fa- 
milier. 

J'ai introduit, dans quelques Chapitres, certaines no- 
tions nouvelles ou certaines applications qui m'ont paru 
intéressantes; mais c’est surtout dans l’œuvre de Bella- 
vilis que je n’ai cessé de puiser. Si l’on trouve à cet 
Ouvrage quelques qualités, il faut en reporter l'honneur 
à l’illustre inventeur du calcul des Équipollences, au 
savant si regretté, moins apprécié peut-être de son 
vivant qu'il ne le méritait, et dont le souvenir reste, 
cependant, comme celui d’une des gloires scientifiques 
de l'Italie et de la Science moderne. 

Pour mon compte, j'éprouve quelque fierté à me dire 
que J'ai été le disciple et l'ami de cet homme de grand 
cœur et de grand esprit; et la publication de ce modeste 
Volume est comme un pieux hommage rendu à la mé- 


moire de Giusto Bellavius. 


C.-A. L. 


Paris, janvier 1887, 


Fu n 





PRÉFACE DU TRADUCTEUR 


(1874) 


La Méthode des Équipollences de M. Bellavitis est peu 
connue en France, et seulement depuis quelques années. À 
la suite d'articles sur le Calcul directif, publiés en 1868, 
dans les Vouvelles Annales de Mathématiques, par M. Abel 
Transon, celui-ci eut occasion de signaler les travaux pour- 
suivis depuis longtemps, en Italie, par M. Bellavitis; puis, 
Pannée suivante, M. Houël, professeur à la Faculté des 
Sciences de Bordeaux, publia, dans le même Recueil, une 
intéressante exposition abrégée de la Méthode des Équi- 
pollences. 

« Aucun des auteurs qui ont traité ce sujet, dit M. Houël, 
n’a présenté la méthode avec autant d’étendue que le sa- 
vant professeur de Padoue, dont les travaux remontent à 
l’année 1832; aucun ne l’a exposée sous une forme aussi 
simple et aussi bien appropriée au sujet. » 

Il me semble difficile de ne pas être de cet avis, si peu 
qu’on soit initié à la méthode en question. Peut-être n’est- 
il pas inutile de rappeler ici rapidement en quoi consiste 
cette méthode, remarquable et féconde. 

On y considère les droites tracées sur un plan dans des 
directions quelconques; puis, les représentant par des no- 
tations qui impliquent à la fois la grandeur et la direction, 
et cherchant à exprimer les relations géométriques qui 


(*) Cette Préface a été publiée en tête de la traduction française 
de l’Ouvrage intitulé : £xposition de la méthode des Équipollences, 
de Giusto Bellavitis. Nous croyons devoir la reproduire sans y rien 
changer. 
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lient entre elles les diverses parties des figures planes, on 
arrive à établir un calcul (Calcul des Équipollences) dont 
les règles sont les mêmes que celles du Calcul algébrique 
ordinaire. On voit que, de la sorte, on se trouve mis en 
possession d’un instrument analytique facile à manier, et 
dont l’usage est très général en ce qui touche la Géométrie 
plane. Je ne parle que pour mémoire de la fécondité de 
cette méthode : il suffit, par exemple, pour s’en convaincre, 
de parcourir un numéro quelconque de la Æivistà di Gior- 
nali que publie M. Bellavitis. 

Mais là ne se bornent pas les avantages du Calcul des 
Équipollences; il fournit en outre à l’Algèbre et à l’Ana- 
lyse des objets géométriques réels à la place de symboles 
imaginaires. Cependant il est indispensable de bien dis- 
tinguer la méthode d'Analyse géométrique et ses appli- 
cations à la Géométrie, des applications analytiques aux- 
quelles cette théorie se prête si heureusement. C'est 
d’ailleurs un sujet sur lequel j'aurai occasion de revenir 
tout à l'heure. 

Le grand intérêt qui s'attache à la Méthode des Équi- 
pollences me fit croire qu'il ne serait peut-être pas inutile 
de continuer l’œuvre entreprise par M. Houël, en cher- 
chant à répandre, d’une façon plus complète encore, les 
idées de M. Bellavitis sur cette matière. Choisissant l’ou- 
vrage le plus récent et le plus développé de l’illustre géo- 
mètre italien, j'en présentai la traduction aux rédacteurs 
des Vouvelles Annales de Mathématiques; ceux-ci par- 
tagèrent ma manière de voir sur l'opportunité d’une sem- 
blable publication, et voulurent bien accueillir mon ma- 
nuscrit, qui fut inséré en une suite d'articles, dans le 
courant des années 1873 et 1874. C'est cette même traduc- 
tion de l'Exposition de la Méthode des Équipollences que 
je viens aujourd’hui présenter au publie sous forme d’un 
volume séparé, 

Cet Ouvrage remonte à 1854. Il fut publié à Modène, 
après avoir paru d’abord dans les Mémoires de la Société 
italienne (dite des ÆL), t. XXV, II Parue. 
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Avant et depuis cette époque, M. Bellavitis a publié sur 
les Équipollences de nombreux travaux; on trouvera plus 
loin la liste des principaux d’entre eux. Dès le mois d’oc- 
tobre 1832, dans les Annales de Fusinieri, t. I, p. 250- 
293, 1l avait donné un théorème très important et très gé- 
néral sur les propriétés de points quelconques d’un plan, 
déduites de celles de points en ligne droite; 1l traitait en 
même temps de plusieurs questions géométriques fort in- 
téressantes : c'est là qu'il faut chercher en définitive la 
première origine du Calcul des Équipollences. 

Il est juste de dire qu’antérieurement de nombreux tra- 
vaux avaient été faits dans le but d'interpréter les quantités 
imaginaires par des droites inclinées, tracées sur un même 
plan; mais dans aucun on ne trouve la simplicité, la lo- 
gique d'exposition de M. Bellavitis, et de plus lui seul s’est 
placé nettement sur le terrain géométrique, sans préoccu- 
pations analytiques introduites a priori. 

Cette interprétation géométrique des quantités imagi- 
naires peut être considérée comme définitivement adoptée 
désormais dans la Science; c’est la dernière à laquelle pa- 
raît s'être arrêté Cauchy, comme il le dit si nettement au 
début de son beau Mémoire sur les quantités géométri- 
ques (Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique, 
t. IV, p. 157; 1847), et l’on sait quels merveilleux résultats 
analytiques il a su déduire de là. 

Avant lui, et par ordre de dates, il y a lieu de citer surtout: 

Henri-Dominique TRuEL, qui aurait conçu l’idée fonda- 
mentale des quantités géométriques dès 1786, s’il faut s’en 
räpporter à Cauchy ; 

Buée (1806); 

Robert ArGanD, de Genève, dont l’Ouvrage, longtemps 
épuisé, vient d’être réédité, ce qui est un grand service 
rendu à l'histoire de la Science (!); 


(1) Essai sur une manière de représenter les quantites ima- 
ginaires dans les constructions géométriques ; 1806. (Paris, 
Gauthier-Villars, 1874.) 
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Français, VazLès (1813 et suiv.); 

Mourey, auteur de la Vraie théorie des quantités néga- 
Lives et des quantités prétendues imaginaires (1828, réim- 
primée en 1861); | 

Faure, de Gap (1845); 

SAINT-VENANT, etc. 

Si nous passons aux travaux récents relatits à cette ma- 
tière, nous devons remarquer particulièrement ceux de 
MM. Briot et Bouquet sur les Fonctions doublement pé- 
riodiques et la Théorie élémentaire des quantités com- 
plexes, par M. Houël, œuvre dont la publication complète 
n’est pas encore entièrement terminée. 

C’est vers l’époque où ce dernier et remarquable Ouvrage 
commençait à paraître, que M. Transon publiait sur le 
Calcul directif les articles dont j'ai parlé plus haut. Il s’y 
attachait surtout à faire ressortir les avantages que pré- 
sentent les nombres directifs de Mourey, particulièrement 
au point de vue des applications géométriques. 

Parmi les géomètres (antérieurs à M. Bellavitis) que 
nous venons de citer, Mourey mérite en effet une place 
spéciale. Il avait certainement compris tout le profit que 
la Géométrie pouvait tirer de la théorie des droites incli- 
nées, mais sans effectuer assez nettement la séparation si 
nécessaire entre le point de vue géométrique et le point de 
vue analytique. Nous n’en voudrions d’autre preuve que 
le passage suivant : 

€ On doit convenir, dit-il, que la Science serait beaucoup 
plus satisfaisante si l’on pouvait en baser toutes les parties 
sur des raisonnements rigoureux, sur une évidence du pre- 
mier ordre, sur des idées simples, palpables, comme celles 
des éléments de Géométrie. Eh bien, c’est là le but que je 
me suis proposé el que je crois avoir atteint. 

» Non seulement j'ai atteint ce but, mais j'ai rencontré 
en même temps un autre résultat qui n'est peut-être pas 
moins précieux; avec un nouveau système d’Algèbre, que 
je cherchais, j'ai trouvé un nouveau système de Géométrie 
auquel je ne m'attendais pas. Ce ne sont cependant pas 
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deux sciences : ce n’est qu’une seule science, une seule 
théorie, laquelle a deux faces, l’une algébrique et l’autre 
géométrique. C’est une Algèbre émanée de la Géométrie, 
c'est une Géométrie généralisée et rendue algébrique (!). » 

La confusion ressort nettement de ce passage, et on la 
retrouve dans la brochure elle-même, où les considérations 
algébriques sont mêlées complètement avec les considéra- 
tions géométriques; ces dernières, d’ailleurs, tiennent une 
place relativement restreinte, et les applications sont peu 
nombreuses et peu liées entre elles. Peut-être aussi faut-il 
attribuer en partie cette absence de résultats géométriques 
élégants à la complication un peu artificielle des notations 
adoptées par l’Auteur. 

L’opuscule de Mourey, paraît-il, n’était que l’abrégé d’un 
ouvrage plus considérable; mais celui-ci n’a jamais été pu- 
blié, et il est permis de supposer qu’il ne satisfaisait pas 
aux exigences de la Géométrie d’une facon plus complète 
que la brochure, par ailleurs si intéressante, dont nous ve- 
nons de parler. 

On voit donc que, s’il faut attribuer à Mourey la priorité 
de l’idée d'appliquer à la Géométrie les principes de PAI- 
gébre directive, la part qui revient à M. Bellavitis n’en reste 
pas moins considérable, puisqu'il a, le premier, créé, sous 
une forme réellement méthodique, un système nouveau de 
Géométrie analytique, lequel se prête de la façon la plus 
heureuse à un grand nombre de questions, et fournit sou- 
vent des résultats d’une extrême élégance. Le lecteur pourra 
facilement en constater quelques-uns, en étudiant les di- 
verses applications que contient la présente Exposition de 
la Méthode des Équipollences. 

Croyant devoir m’attacher à une fidélité scrupuleuse, j'ai 
cherché à suivre le texte d'aussi près que possible, et à ne 
pas m'écarter des notations adoptées par le géomètre 1ta- 
lien. Les signes æ et /, en particulier, me semblent indis- 


(!) Préface de la Vraie théorie des quantités négatives et des 
quantités prétendues imaginaires, p. vi". 
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pensables à employer, si l’on veut bien s’assimiler l'esprit 
de la méthode. Le premier représente à la fois l'égalité de 
grandeur et de direction, et a conséquemment une signifi- 
cation très différente de celle que possède le signe —. 
Quant au ramun ÿ/, je crois qu’on doit l’adopter, avec 
M. Bellavitis, comme coefficient de perpendicularité, et 
que ce signe, possédant une signification absolument géo- 
métrique, ne saurait être remplacé sans inconvénient par 





ÿ—1 ou par {, bien qu’il soit soumis aux mêmes règles de 
calcul. 

En ce qui regarde la théorie des courbes planes, il me 
semble presque inutile d’insister sur l’élégance de la con- 
ception qui permet de représenter une courbe par une 
seule équipollence à paramètre variable OM (4), laquelle 
indique à la fois et la courbe elle-même et la manière dont 
elle est parcourue par un point mobile. Les applications 
aux courbes contenues dans ce Volume montreront, mieux 
que tous les développements possibles, la fécondité de ce 
mode de représentation. 

À cette traduction, j'ai joint quelques additions, les- 
quelles consistent le plus souvent en développements de 
passages du texte lui-même. J’ai tâché d’en être sobre, et 
si je me les suis permises en petit nombre, ç’a été avec 
l’assentiment de M. Bellavitis, et dans le but de faire con- 
naître sa méthode le plus complètement possible. 

Je manquerais à la reconnaissance si je ne remerciais ici 
l'illustre géomètre italien, pour les excellents conseils dont 
il a bien voulu m'aider, et pour sa gracieuse communica- 
tion de la plupart de ses publications sur les Équipollences. 
Malgré mon désir de restreindre autant que possible l’éten- 
due de ce Volume, il m'a paru bon d'extraire de ces divers 
Mémoires certaines questions choisies parmi les plus inté- 
ressantes, et dont j'ai formé un Appendice de quelques pages. 

Le sujet qui nous occupe n’a pas été exclusivement étudié 
par M. Bellavitis. D’importants travaux ont été publiés à 
l'étranger sur la même matière, parmi lesquels, d’après 
M. Houël, nous pouvons citer : 
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Le Calcul de situation, de ScaerrLer (Brunswick, 1851). 
— Le Mémoire de Sie8eck, sur la Représentation graphique 
des fonctions imaginaires (Journal de Mathématiques, 
1898). — Le Calcul géométrique, de Diriner (Upsala, 
1860). — La Théorie des Quaternions (!) présente aussi 
une grande ressemblance avec les Équipollences, tout en 
exigeant des règles spéciales de calcul, et peut être consi- 
dérée comme une extension à l’espace des conceptions de 
M. Bellavitis. 

Mon peu d’érudition ne m’a pas permis de me livrer, 
jusqu’à présent, à l'étude de ces divers travaux; mais la 
seule connaissance que j'en ai me fournit la preuve que les 
idées du savant professeur de Padoue méritent à tous égards 
une sérieuse attention, Comment pourrait-on, en France, 
continuer à rester dans l'ignorance d’une méthode qui a 
pris chez nous sa première origine (si l’on doit la rechercher 
dans les travaux de Mourey), lorsque cette méthode est 
connue et utilisée, depuis quarante ans bientôt, de l’autre 
côté des Alpes, et dans presque tous les pays où l’on cul- 
uve les Mathématiques ? 

Il faut, je l'accorde, un peu de patience et de travail 
pour se familiariser complètement avec les principes du 
Calcul des Équipollences; mais c’est une peine bien faible 
en comparaison des ressources qu’elle fournit, et j'ai la per- 
suasion que ceux qui s’y seront attachés ne regretteront 
pas le temps qu'ils auront consacré à cette étude. 


(:) HAMILTON, Leçons sur les Quaternions; Dublin, 1853. 
HAMILTON, Eléments des Quaternions; Londres, 1866. 
Tair, Traité élémentaire des Quaternions; Oxford, 1867. 
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Liste des principaux écrits de M. Bellavitis 
sur la Méthode des Équipollences. 


Sur quelques applications d’une nouvelle méthode de Géc- 
métrie analytique (Polygraphe. Janvier 1833, XIII, p. 53-6x). 

Essai d'application d’une nouvelle méthode de Géométrie 
analytique (Calcul des équipollences). (Ænnales de Fusintert, 
1835, in-4°, t. V, p. 244-269.) 

Mémoire sur la méthode des équipollences ({nnales de Fu- 
sinierti, 1837, in-4°, t. VII, 79 pages). 

Solutions graphiques de quelques problèmes de Géométrie, 
trouvées par la méthode des équipollences (Mémoires de l’In- 
stitut de Venise, 1843, in-4°, t. [, p. 225-267). | 

Exposition de la méthode des A DOTE (Mémoires de la 
Société italienne, 1854). 

Calcul des Quaternions et sa relation avec la méthode des 
équipollences ( 4ctes de l’Institut, 1858, t. III, et Mémoires de 
la Société italienne, 1858, t. I, in-4, 63 pages). 

Exposition des nouvelles méthodes de Géométrie analytique 
(Mémoires de l’Institut, 1860, in-4, 159 pages). 

Éléments de Géométrie, de Trigonométrie et de Géométrie ! 
analytique, avec adjonction de l'Exposition du Calcul des équi- 
pollences { Padoue, 1862, 196 pages). 

Revue des journaux (4ctes de l’Institut, 1859-1874). Con- 
sidérations sur la Mathématique pure (Mémoires de l’Institut, 
1867-1872). 





ERRATA. 


v, dernière ligne (note), au lieu de (1836), lisez (1854 ). 


T 2 
vi, ligne 12 en remontant, au lieu de i?, Lisez in, 


35, fig. 11. L’angle Q devrait être droit. 
60, ligne 2, au lieu de y,,_,, lisez y 
73, fig. 18. Le point E devrait être pris arbitrairement dans 
1 F à -) 
l'intérieur du parallélogramme, et non pas précisément. 
sur la diagonale. 
120, ligne 7 en remontant, au lieu de M, lisez L. 
203, ligne 11 en remontant, au lieu de n° 59, lisez n° 58. 


263, ligne 5, au lieu de Y? = x?, lisez x? + x?. 
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DES 


ÉQUIPOLLENCES. 


PREMIÈRE PARTIE. 


THÉORIE DES ÉQUIPOLLENCES. 





CHAPITRE I. 


ADDITION ET SOUSTRACTION DES DROITES. 


Définitions et notations préliminaires. 


1. La méthode des équipollences a pour objet la con- 
stitution d’un système de Géométrie analytique qui per- 
mette d'exprimer directement les propriétés d’une figure 
plane par des relations soumises aux règles du Calcul 
algébrique. Les transformations qu’on fera subir à ces 
relations donneront ensuite le moyen, soit de déterm- 
ner les constructions à effectuer pour obtenir la solution 
d’un problème, soit d’énoncer une proposition géomé- 
trique en démonstration. 

Les éléments qu'on soumet au calcul, dans la mé- 
thode des équipollences, sont des droites limitées, ou 
segments de droites, qu’on appelle aussi quantités géo- 
métriques. 


2 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 


2. Une droite limitée qui part du point À pour 
aboutir au point B se désigne par la notation AB. 
Le point À est son origine et le point B son extrémité 
(fig. 1). 

Cette notation AB implique à la fois la longueur, la 
direction et le sens de la droite. 


3. Deux droites égales, parallèles et dirigées dans 
le même sens, sont dites GÉOMÉTRIQUEMENT ÉGALES Ou 
ÉQUIPOLLENTES. 


L'expression d’une telle égalité de grandeur, de direc- 
on et de sens s'appelle une ÉGALITÉ GÉOMÉTRIQUE ou 
une ÉQUIPOLLENCE. 

Nous désignerons cette expression d'égalité par le 
signe —, qui prend ainsi un sens plus étendu que celui 
qu'il possède habituellement en Algèbre. Mais la nature 
même des questions, et aussi une judicieuse application 
des notations, permettront aisément d'éviter toute con- 
fusion et de distinguer dans chaque cas particuher une 
équipollence d’une simple égalité algébrique. 

Il faut remarquer, comme conséquence de la notion 
d’équipollence, qu’on pourra transporter une droite dans 
le plan, parallèlement à elle-même, sans altérer son 
expression géométrique. 

4. Pour désigner la longueur d’une droite AB, 
indépendamment de la direction de cette droite, nous 
emploterons la notation gr.AB. 


Ainsi AB — CD est une équipollence qui indique que 
les deux droites AB, CD sont les côtés opposés d’un 
parallélogramme , dirigés dans le même sens ; et 
gr. AB— gr. EF est au contraire une simple égalité al- 
gébrique indiquant que les nombres servant à mesurer 
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les longueurs des droites AB, EF, rapportées à une 
unité quelconque, sont égaux entre eux; c’est-à-dire 


Fig. r. 


ti 


> 
= 





que les longueurs de ces deux droites sont égales, leurs 
directions restant d’ailleurs absolument quelconques. 

La longueur d’une droite pourra être parfois appelée 
aussi grandeur ou module de cette droite. 


9. St deux droites AB, GH sont parallèles, c'est- 
à-dire si elles ont même direction, quelles que soient 
leurs longueurs, cette relation s’exprimera par la nota- 


tion AB || GH, qu'on appelle relation de parallélisme. 


6. Si deux droites AB, IJ sont de même direction 


et de même sens, et si le rapport de leurs longueurs 
gr. AB 
gr. [ 
équipollente au produit de a par IJ, et l’on écrit 


Aa... 





est égal à a, nombre positif, on dit que AB est 


7. Une droite BA est dite opposée à AB, et l’on con- 
vient de dire que deux droites opposées sont égales et 
de signes contraires, c’est-à-dire qu’on écrit BA — — AB. 


4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 


En d’autres termes, si deux droites sont de même lon- 
gueur, de même direction mais de sens contraires, leur 
rapport est égal à —1. 


8. Il suit de là, par exemple, que la relation du n° 6 
peut s’écrire AB = — a. JT. | 

D'une manière générale, deux droites AB, KL ayant 
même direction présenteront entre elles la relation 
AB—c.KL, c étant un nombre positif ou négatif, selon 
que les deux droites seront de même sens ou de sens 
contraires. 

La relation de parallélisme du n° 5, AB|| GH, peut 
donc se remplacer par l’équipollence AB= x GH, x étant 
un certain coefficient algébrique, positif ou négatif. 


9. Comme conséquence de ce qui précède, il devient 
évident qu’on exprimera qu'un point M est situé sur 
une droite AB, en écrivant AM — x AB, et en donnant 
au coefficient x toutes les valeurs positives ou négatives 
possibles. En faisant par exemple x — }, on aurait pour 
M le milieu de AB; en faisant x — 2, on devrait, pour 
avoir M, prolonger AB en BM d’une longueur égale à 
elle-même; en faisant x = — 1, on devrait prolonger BA 


en AM d’une longueur égale à elle-même, etc. 


10. Généralement, sans que cette convention ait rien 
d’absolu, nous représenterons les quantités algébriques 
positives ou négatives par de petits caractères romains 
ou italiques. 

Une droite pourra souvent se trouver désignée par un 
seul symbole, et, dans ce cas, habituellement, nous em- 
ploierons une petite capitale. Si nous écrivons par 
exemple AM—m, AB = 8, l’équipollence du n° 9 pren- 
dra la forme m = x8. 
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Sommes géométriques. 


11. Supposons que plusieurs droites AB, CD, EF, 
GH (/ig. 2) soient placées d’une manière quelconque 
dans un plan. 

Construisons l’équipollence BI — CD, c’est-à-dire 
menons, par le point B, la droite BI de même longueur, 
- de même direction et de même sens que CD. Construi- 
sons de la même manière les équipollences IK — EF, 
KL == CT. 

Au lieu des droites AB, CD, EF, GH, nous aurons 
donc AB, BI, IK, KL. Par définition, nous dirons que 


1672: 





la somme géométrique, ou plus simplement la somme 
des droites données, est égale à la droite AL qui joint 
l’origine de la première à l’extrémité de la dernière. 
Nous écrirons par conséquent 


AB CD'SEF + GH = AB + BI + IK + KL = AL. 


Il est presque superflu de remarquer que la longueu 
de AL sera très différente en général de la somme des 
longueurs des droites données, puisque ABIKL forme 
d'ordinaire une ligne brisée. En aucun cas gr. AL ne 
saurait surpasser la somme des longueurs des droites 
données. 
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L'opération que nous venons de définir est identique 
avec la composition des forces usitée en Mécanique. 


12. Si nous considérons deux droites seulement, AB, 
AC(/ig. 3), auxquelles nous supposons même origine, 
leur somme est égale à la diagonale AD du parallélo- 
gramme construit sur ces deux droites. 

Il en résulte immédiatement que l’on peut changer 
l’ordre de deux droites sans altérer leur somme, et en- 
suite que, dans une somme d’autant de droites qu’on 
voudra, on peut intervertir l’ordre de ces droites de 
toutes les manières possibles sans que la somme soit 
altérée. 

De même que l’on obtient la somme AD de deux 
droites AB, AC en construisant la diagonale du parallélo- 





A 


gramme ; de même aussi, en formant un parallélogramme 
quelconque, dont la diagonale soit AD, nous décompo- 
sons cette droite AD en une somme de deux droites 
dont les directions peuvent être choisies à volonté. 
Cette décomposition sera fréquemment employée. 


13. La convention admise au n° 7 est en parfaite 
concordance avec la définition de l’addition; car si à la 
suite de la droite AB on porte BA! BA, le point A! 
coïncide avec À, si bien que la somme AB + BA est 
nulle. 

La définition de la soustraction sera la même qu’en 
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CS | 


Arithmétique et en Algèbre, c’est-à-dire que si 
nous disons que EF — CD — AB. 


En rapportant toutes les droites à une même origine, 
faisant par exemple AG— CD, AH — AB + AG EF, 
on reconnaît que AB est la somme des droites AH et 
HB = — AG; c'est-à-dire que AB — EF + DC, ce qui 


ramène toute différence à une somme géométrique. 


14. Il est géométriquement évident qu'aux deux 
termes de toute équipollence nous pouvons ajouter une 
même expression géométrique; et aussi que nous pou- 
vons multiplier ou diviser les deux membres par un 
_ nombre quelconque positif ou négatif. 

Il suit de là qu’on pourra faire passer un terme quel- 
conque d’une équipollence d’un membre dans l’autre, 
en changeant son signe (ou son sens, ce qui revient au 
même ). 

En un mot, il est licite d'effectuer sur les équipol- 
lences toutes les opérations qu’on effectue sur les équa- 
tions algébriques, en tant que ces opérations concernent 
l’addition, la soustraction et la multiplication par des 
nombres réels. 


Principes relatifs à l'addition. 


15. Quels que soient les trois points À, B, C, on a 
toujours | 


(1) Nr ee 

équipollence qu'on peut encore écrire sous l’une des 
formes suivantes : : 

(2) DOS ACER 

(3) AD AC DCCB—= CA. 


ay AB BOLCAZ O. 
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Cette vérité est d’une telle évidence, d’après ce qui pré- 
cède, qu’elle se passe de toute démonstration. Mais 
l'usage de ce principe est continuel, et il importe de se 
rendre absolument familières les transformations très 
simples figurées par les équipollences (2), (3), (4). 
Une application constante de ce principe consiste à 
remplacer une droite quelconque MN par une différence 
ON — OM, ou encore par MO — NO, ce qui revient au 
même, O étant un point complètement arbitraire. 
Cela peut être utile en particulier pour vérifier qu’une 
équipollence est identique par elle-même. Prenons par 


exemple AB + BC — AD — CD. En écrivant 
AO — BO + BO — CO = AO — DO — CO + DO, 





on reconnait immédiatement que tous les termes se 
détruisent. 

Comme application très simple, nous établirons ici 
cette proposition souvent utile : 


Quels que soient les points À, B, C, D d’un plan, 
on a toujours AB — CD = DB — CA. 

En effet, cette équipollence revient à l'identité 

AO — BO — CO + DO =. DO — BO — CO + AO: 
Il est évident qu’on peut écrire aussi 
AB + CD = CB + AD. 

16. La somme des droites équipollentes aux côtés 
d’un polygone fermé, parcouru dans un même sens, 
est identiquement nulle. 


Ce principe découle évidemment aussi de la défini- 
tion de l’addition. Les applications en sont incessantes. 
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Condition pour que trois points soient en ligne droite. 


17. Nous avons vu, au n° 9, qu’on exprime la condi- 
uon qu'un point M soit situé sur la droite qui joint 
les deux points À, B, en écrivant AM — x AB, x étant 
un nombre réel. 

D’après le principe du n° 15, on peut donner à celte 
équipollence la forme 


OM — OA — x(0B— OA), 
d’où l’on tire 
(1) OM = (1— x)OA + xOB. 
æ étant quelconque, on peut, à la place de 1 — x et x, 


écrire deux quantités w, qui satisfassent à la condi- 
tion u+p—1, ce qui donne 


Ga) OM=uOA+eOB avec u+vo=1. 





On satisfait à cette condition en posant uw — 
3 +t 


0 — , d’où cette forme nouvelle 





S+t 
(3) (z + t)OM — zOA + tOB. 


Enfin, en faisant passer tous les termes dans un seul 


membre, 
3OA +10B—(3+1)0M — 0. 


Ici 3, £, —(3 + t) sont trois coefficients quelconques, 
dont la somme est nulle. On peut donc encore écrire 
(4) pOA+qOB+rOM=o avec p+qg+r—=o. 

Par l’une quelconque des équipollences (1), (2), 


(3), (4), on exprime que les trois points À, B, M sont 
en ligne droite. 


Bien entendu, le point O est tout à fait arbitraire. 
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Moyenne de plusieurs droites. — Barycentres. 


18. Soient deux points À, B. Pour avoir leur point 
milieu M, nous écrivons AM —+AB; c’est-à-dire, O étant 
arbitraire, 


OM—OA=1(0B—OA), OM =1(OA + OB}. 


On peut dire que la droite OM est la moyenne arith- 
métique des deux droites OA, OB. 


Par extension nous dirons que l’expression 
(1) Me = (OA1+ OA +. .+ OA») 
estla moyenne arithmétique de n droites OA,,OA, …, 
OA: 


D'après cette définition, la position du point M est 
indépendante du point O que l’on a choisi; car soit, s'il 
est possible, 


O'M'— = (O'A + O'As NE D'AUR 
on peut écrire celte équipollence (15) 


OM'— 00'= = (OA, — 00!+ OAs— O0" POMPES 


à 
nm 
_ = (OA: OA SOA 

c’est-à-dire 
OM'— = (OA: + OA, +... HORS 
Retranchons-la de la relation (1), membre à membre : 
OM —OM'=o ou M'M=o, 


ce qui montre bien que le point M' coïncide avec le 


point M. 
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19. On dira de même que la moyenne arithmétique 


de plusieurs droites OA, OB, ..., OL, affectées respec- 


tivement des coefficients &, b, ..., [, est donnée par 
l'expression 

J 
(2) D eg JA O0A + BOB. OL), 


et l’on établirait sans plus de peine que le point N est 
indépendant du point arbitraire O. 

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer que le 
point M du numéro précédent n’est autre que le centre 
des moyennes distances des points A,, A:,..., A,,et 
que le point N est le centre de gravité ou barycentre 
du système des points À, B, ..., L, en lesquels seraient 
placés les poids &, b, ..., [ respectivement. 

C’est ce qu'il serait bien aisé de reconnaître en dé- 
composant toutes les droites suivant deux directions 
fixes OX, OY, comme nous l’avons indiqué à la fin du 
12 12. 

On pourrait aussi s’en assurer d’une manière directe. 

Les points M, N seront souvent appelés points moyens 
du système de points correspondant. 

Il est intéressant de remarquer que l’équipollence (3) 
du n° 17 exprime que le point M est lé barycentre des 
points À, B, en lesquels on aurait placé les poids 3, 4 
respectivement. 


Des inclinaisons. 


20. Il y a lieu de remarquer que toutes les notions 
que nous avons établies jusqu’à présent, sur les sommes 
de droites, la multiplication des droites par des nombres 
réels et les équipollences qui en résultent, peuvent 
s'étendre à la Géométrie de l’espace. Dans le but de 
restreindre à la Géométrie plane ce que nous avons à 
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développer maintenant, comme nous y force la nature 
même du calcul des équipollences, nous avons à indi- 
querle mode de mesure des directions, dont nous avons 
parlé jusqu'ici d’une manière absolue, mais sans les 
comparer entre elles. 

Cela sera surtout d’une extrême importance au point 
de vue des développements qui doivent trouver place 
dans le Chapitre suivant. 


21. Supposons une droite fixe indéfinie OX ( fig. 4) 
tracée dans le plan par un point fixe O; pour préciser 
les idées, nous la supposerons horizontale, par exemple, 
et dirigée de gauche à droite. 


Fig. 4. 


B 





Une droite quelconque AB étant située dans le plan, 
nous supposons qu’elle est transportée en OM, c'est- 
à-dire qu’on a OM — AB; et nous estimerons la direc- 
lion de AB d’après l’angle MOX que forme la droite OM 
avec OX ; cet angle est l’inclinaison de OM (ou de AB). 

La droite OX est appelée origine des inclinaisons. 

Pour éviter toute ambiguïté, il importe de bien spé- 
cifier les conventions sur les signes des inclinaisons. 
Nous considérerons toujours l’inclinaison XOM comme 
comptée en partant de la direction OX pour atteindre 
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la direction OM. Si, en effectuant ce mouvement de 
rotation, on suit un sens contraire à celur des aiguilles 
d’une montre, l’inclinaison est positive. Si l’on suit un 
mouvement de même sens que celut des aiguilles 
d’une montre, elle est négative. 

L’inclinaison d’une droite AB se désigne par la 
notation inc. AB. Nous aurons, par exemple, 


inc. AB = inc. OM. 


22. L’angle BAC de deux droites AB, AC (fig. 4) 
se mesurera par la différence des inclinaisons de ces 
deux droites, ce qu’on écrira 


ang. BAC = inc. AC — inc. AB. 
S1 DE = AC, nous aurons 
ang.(AB, DE) = inc. DE — inc. AB. 


Il importe, on le voit, de bien distinguer le signe des 
angles; par exemple, l’angle BAC doit être compté en 
se dirigeant de AB vers AC; l’angle CAB, au contraire, 
serait compté de AC vers AB, et l’on aurait 


ang. CAB = inc. AB — inc. AC — — ang. BAC, 
ou, si les droites ne sont pas issues du même point, 


ang.(DE, AB) — — ang.(AB, DE). 


23. Il est clair qu’on n’altère pas la direction n1 le sens 
d’une droite en ajoutant à son inclinaison un nombre 
entier de circonférences, ou un nombre d’angles droits 
qui soit multiple de 4. Une même droite a donc une 
infinité d’inclinaisons, positives et négatives, parmi les- 
quelles on choisit habituellement celle qui s'exprime 
par le nombre le plus simple. Mais ce serait commettre 
une grossière erreur de langage, que de dire que toutes 
ces inclinaisons sont égales. 
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Si l’on considère au contraire deux droites de même 
direcuon, mais de sens opposés, telles que AB et BA, 
on voit, en les ramenant toujours à l’origine, que leurs 
inclinaisons diffèrent entre elles de 180°, ou plutôt 
d’un nombre impair quelconque de demi -circonfé- 
rences ; ou encore, si l’on prend l’angle droit pour unité, 
d’un nombre d’angles droits marqué par 4n +2, n étant 
un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Les inclinaisons pourront s’évaluer en angles droits, 
en degrés ou en fractions quelconques de la circonfé- 
rence, absolument comme l’on voudra. 

Lorsqu'il s'agira d'évaluer un angle, 1limportera tou- 
jours de choisir convenablement les inclinaisons des deux 
droites qui le forment, de telle sorte que la différence 
de ces inclinaisons donne bien exactement l'angle lui- 
même. Autrement, on pourrait lui ajouter, mal à pro- 
pos, un certain nombre de fois quatre angles droits, 
d’une façon très inutile. C'est une question d’attention 
et de discernement dans chaque cas particulier. 


Principes relatifs aux grandeurs et aux inclinaisons. 


24. Siles deux termes d’une équipollence binôme 
ont des inclinaisons différentes, chacun d’eux est nul 
séparément. 


Toute équipollence binôme peuten effet se ramener à 
la forme /AB = mCD, qui entraîne, d’après la défini- 
tion même d’une équipollence, les deux relations 


gr. AB = mgr.CD et inc. AB = inc. CD: 


Si cette dernière relation n’est pas satisfaite, il faut done 
que l’on ait {[=0, m—o, ce qui donne à l’équipollence 
binôme la forme identique 0 — 0. 

Il est clair que toute droite de longueur nulle a une 
inclinaison indéterminée. 


Nu 
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25. St deux termes d’une eéquipollence trinôme 
ont des inclinaisons égales, le troisième terme (sion 
le suppose isolé dans un des membres de l’équipol- 
lence) aura même inclinaison, et sa longueur sera 
égale à la somme des longueurs des deux premiers 
termes. 


On voit immédiatement qu'il en est ainsi, en remar- 
quant que toute équipollence trinôme peut être ramenée 
à la forme AB + BC — AC d’une équipollence iden- 
tique. Si AB, BC ont même inclinaison, les trois points 
A, B, C se succèdent sur la même droite AC, d’où ré- 
sulte évidemment la proposition énoncée. 

Si les inclinaisons AB, BC différaient de deux angles 
droits, l’inclinaison du troisième terme serait, ou celle 
de AB, ou celle de BC, et la longueur de ce troisième 
terme serait la différence des longueurs des deux pre- 
mIers. 


26. Si dans une équipollence trindme de la forme 
A+ B—+c—o, les trois termes étant d'inclinaisons 
inégales, on a 

inc. A + Inc. C = 2 inC.B, 
l'en résulte 
BY A = OTIC. 

Identifions avec l’équipollence LM + MN + NL = o 

(fig. 5), en posant 4 — LM, 8 — MN, c — NL. La rela- 


on donnée devient 


inc. LM —+ inc. NL = 2 inc. MN 
ou 
inc. LM — inc. MN = inc. MN — inc.NL. 


Ajoutant deux angles droits de part et d’autre (23), 


inc. ML — inc. MN = inc. NM — inc. NL, 
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c’est-à-dire (22), 
ang. NML = ang. LNM. 
Les deux angles M, N du triangle LMN sont donc 


Fig. 5. 


N 


égaux, et par suite ce triangle est isoscèle; donc 
gr. LM = gr. NL ou’ ra =1800 


Réciproquement, si, dans l’équipollence trinéme 
A-+s5+c—=0, on a 


il en résulte 
InC. À + Inc. C = 2Inc.B. 


C’est ce que montreraitle calcul inverse du précédent, 
en partant de l'égalité des deux angles M, N et en fai- 
sant attention à leurs signes. 


Progressions par différence. 


4 


27. Si une série de. droites A1, 4°, ...,47 sont telles 
que la différence 4x,, — 4x entre l’une quelconque et 
celle qui la précède soit constante, ces droites forment 


© 


une progression par différence. 


En les rapportant toutes à une origine commune O, 


Lai Puis 


_ 
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c'est-à-dire en posant OA; — 4,, OA: — 42, ..., les 
points A,, À», ..., À, seront évidemment tous placés 
sur une même droite et équidistants les uns des autres. 

Toutes les propositions qu’on établit en Algèbre sur 
les progressions par différence se traduiraient ici par 
des propositions identiques, puisqu'elles ne reposent 
que sur l’addition, et sur la multiplication par des 
nombres réels. 

S1 l’on ne rapporte pas les droites 4,, A2, ... à une 
origine commune, c’est-à-dire si l’on pose 4, — B,C;, 
42 — B2C>, ... (/ig. 6), on aura, en appelant MN la 


l'AISON A2 — A1; 
Bz +1 Cx+1 — Bx Cx = MN, 


ou (15) 
Cx Gr+1 — Bx Bx41 = MN. 


Fig. 6. 


Cie 





Ceci peut encore s’écrire, O étant quelconque, 
D OC (OC OBe ul MN. 


Donc (18), si nous appelons G% le milieu de la droite 


2 
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BC et H4 le milieu de la droite CxBx41, il viendra 


OGx— OH =4MN, 
c’est-à-dire, 
H;Gy = LMN. 


Les séries des points B,, B:, ... et C,, C5 
Jouiront donc de cette propriété géométrique 


H, Gi = HG —=...—+MN, 


H,, H, ... étant les milieux de C;, B;, G>B;,..et 
(CPE Gr, LR étant les milieux de D, Co; B, C3, Re 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE I. 


1. Deux points, A et B, sur une Carte, sont séparés par une 
rivière animée d’un courant constant, et dont les bords sont rec- 
tilignes et parallèles. On ne peut traverser cette rivière qu’en 
bateau. Déterminer le trajet le plus court à suivre pour aller 
de A en B. 

Si XY (qui se trouve donné) représente la traversée de la rivière, 


il suffit de tracer AD = XY; il n’y a plus qu’à rendre minimum DB. 


2. On donne une série A4, Ao, ..., A, de points équidis- 
tants en ligne droite. En chacun d'eux on applique un poids 
égal à son indice. Trouver le barycentre de ces x poids. 


On tracera A,A,—A,A,; puis, prenant À, pour origine, On ap- 
pliquera la formule (2) du n° 19. 


3. Même problème, les poids étant égaux aux carrés des 
indices. 


Solution analogue. 


4. Aux sommets A, B, C d’un triangle, on applique respec- 


EXERCICES. 19 


tivement les poids 1, 2, 3, puis 2, 3, 1, puis 3, 1, 2. Soient G1, 
G?, G3 les barycentres de ces trois systèmes. Démontrer : 

1° Que les triangles ABC, G;G2G3 ont le même bary- 
centre G:; 

2° Que les médianes de chacun de ces deux triangles sont 
parallèles aux côtés de l’autre. 

A+ 2B+ 3C re 
Former les valeurs 6, — on rte d’où l’on déduira tous 


les éléments demandés. 


5. Deux segments de droites étant divisés en un même 
nombre de parties égales, on joint les points de division ho- 
mologues suivant A,B:;, A2B2, ..., et l’on divise A;B:, 
AB, ... dans un même rapport en C1, G+, .... Démontrer 
que les points C1, G, ... sont tous en ligne droite et égale- 
ment espacés les uns des autres. 


On y arrive en remarquant, d’une manière générale, que 
Cx= Part (—p)r 


6. On donne, sur un plan, les coordonnées des trois som- 
mets d’un triangle, dont les côtés prolongés déterminent, 
comme l’on sait, sur le plan, sept régions distinctes. Étant 
données les coordonnées d’un quatrième point, déterminer la 
région dans laquelle il est situé. 


On regardera ce quatrième point comme le barycentre de trois 
poids placés aux sommets du triangle et dont la somme soit égale à 
l’unité. Les signes de ces poids détermineront la région. 


7. Le barycentre de deux poids x, $, placés en A, B, est G. 
Si l’on change le signe de l’un de ces poids, le barycentre est G:4. 
Démontrer que G, G; divisent harmoniquement le segment AB. 


Il suffit de prendre, par exemple, A pour origine pour vérifier im- 


. I Li 2 
médiatement qu'on à — + — — -: 
Gi .6{0 1vR 


8. Le barycentre des poids «4, B, y, placés en A, B, C, est G. 
Si l’on change les signes de «, de $, de y isolément, on obtient 
pour barycentres trois nouveaux points A;, B;, C1. Démontrer 
que les droites AA, BB, CC se rencontrent en G et que 
A:B:, B: C1, Ci A1 passent respectivement par GC, A, B. 
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En formant les expressions de 6, 4;, B,, c,, on établit sans peine les 
propriétés demandées. 

Si l’on rapproche cet exercice du précédent, on voit qu’on obtient 
la solution de ce problème : « Étant donné un triangle ABC, en 
trouver un autre À,B,C,, tel que ses côtés passent par les sommets 
du premier, et que les droites AA,, BB,, CC, se rencontrent en un 
oint donné G. » 
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CHAPITRE IT. 


MULTIPLICATION ET DIVISION DES DROITES. 


Produit de deux droites. — Produits de plusieurs droites. 


28. Jusqu'à présent, dans les calculs que nous avons 
effectués sur les droites, nous n’avons fait intervenir 
que la multiplication par un nombre réel. Nous avons 
maintenant à considérer des produits de droites muiti- 
pliées les unes par les autres, et pour cela, nous devons 
tout d’abord définir le produit de deux droites, que nous 
supposerons ramenées à la même origine ©. 


Le produit de deux droites OÀ, OB est une droite 
OC dont la ronaueur est égale au propuir des lon- 
gueurs de OA et OB, et dont l’incrinaison est égale 
à la somme des inclinaisons de OA et OB. 


Il suit de là que l'équipollence OA.OB — OC en- 


traîne les deux égalités 
HOME rOB— Sr. OC et inc. OA + inc. OB — inc. OC: 


Une première remarque, indispensable à faire, c’est 
que, tandis que la somme de deux droites était tout à 
fait indépendante de tout autre élément du plan, leur 
produit dépend au contraire de l’origine des inclinai- 
sons que l’on a choisie. 

Malgré la multiplicité des inclinaisons d’une droite 
donnée, il ne peut y avoir aucune indécision sur la di- 
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rection du produit, puisque l’inclinaison de celui-ci ne 
peut jamais être altérée que d’un nombre entier de cir- 
conférences, ce qui ne change rien à sa direction. 

Sans contester ce qu'une définition comme celle que 
nous venons de donner peut en apparence présenter 
d’arbitraire a priori, il est bon de montrer cependant 
qu'elle se justifie assez naturellement, à la condition 
qu'on admette pour unité la droite OT de longueur: 
égale à l’unité et dirigée suivant l’origine des inclinai- 
sons. 

D’après la définition de la multiplication admise en 
Arithmétique, on doit former le produit OC, au moyen 
du multiplicande OA, comme le multiplicateur OB est 
formé au moyen de l’unité OT. Or, quelles opérations a- 
t-on fait subir à OT pour l’amener en OB? On a modifié la 


gr. OB 
gr. OI 
tourner la droite ainsi obtenue, danslesens convenable, 


longueur dans le rapport — gr.OB, puis on a fait 


de l’angle 5 — inc.OB. L’analogie nous conduit donc à 
dire que, pour avoir le produit OA.OB, nous devons : 
modifier la longueur de OA dans le rapport gr.OB, ce 
qui donnera une droite de longueur gr. OA % gr. OB 
dirigée suivant OA, puis faire tourner cette droite de 
l'angle 8. Or elle avait pour inclinaison à = inc. OA. 
Son inclinaison après la rotation sera donc 4 + f ; c’est- 
à-dire que nous retombons précisément sur la droite 
OC, telle que nous l’avons définie plus haut. 


29. La définition que nous venons de donner nous 
montre que le produit de deux droites est indépendant 
de l’ordre des facteurs, c’est-à-dire que la multiplication 
est commutative. 

Il est facile de démontrer qu’elle est de plus distri- 
butive, c’est-à-dire qu’on a 


OA(OB + OD) — OA.O0B + OA.0D 
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Soient, en effet, 
OA.0B—OC et OA.0D—OF (fig. 7). 
Soient de plus a, b, d, c, f, et à, B, 0,7, + les grandeurs 
et les inclinaisons respectives de OA, OB, OD, OC, OF. 


D’après la définition même, nous avons ce = ab, f = ad, 
y=a+$, p—a+0. Donc, si l’on modifie dans le 


a . . . 
rapport - les lignes OB, OD, et si l’on fait tourner tout 


d’une pièce la figure autour de O et de l’angle «, on 


obtiendra la figure formée de OC, OF (jig. 7). Dans 


Fig. 7. 





celte opération, toutes les lignes de la figure, et en par- 
uiculier la diagonale du parallélogramme construit sur 
OB, OD, varient dans le même rapport ettournent du 
même angle. Cette diagonale est OB + OD; on voit 
donc que, en la multipliant par OA, ‘on a la diagonale 
du parallélogramme construit sur OC, OF. Ainsi 


OA(OB + OD) = OC + OF = OA.0B + OA.OD, 


ce qui établit la propriété en démonstration. 


30. De la notion du produit de deux droites, on ar- 
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rive tout naturellement à celle du produit de plusieurs 
droites OA, OB, OC, ..., OL; et il est évident que la 


longueur de ce produit sera 
gr. OA x gr.OB x gr. OC x...x gr. OL, 
et son inclinaison 
inc. OA + inc. OB + inc, OC +. :.EMCUR 


Des propriétés démontrées au numéro précédent, 1l 
résulte que toutes les propositions établies en Algèbre. 
pour les produits de plusieurs facteurs réels seront iden- 
tiquement applicables aux produits de droites. 

Nous signalons seulement ici l’analogie curieuse que 
présentent les inclinaisons avec les logarithmes, l’incli- 
paison d’un produit étant égale à la somme des inclinai- 
sons des facteurs. 


Quotient ou rapport de deux droites. — Similitude directe 
de deux triangles. 


31. Nous définirons comme en Algèbre le quotient 
OA ‘  e 
OE — OC de deux droites par la propriété OB.OC—= OA. 
Il suit de là immédiatement que la longueur du quotient 
est égale au quotient qu’on obtient en divisant la lon- 
gueur du dividende par la longueur du diviseur, et que 
l'inclinaison du quotient est égale au reste qu’on obtient 
en retranchant de l’inclinaison du dividende l’inclinai- 


son du diviseur. 
OA 


OB 
port de ces deux droites, ou rapport géométrique. 


On appelle aussi le quotient de deux droites rap- 


Cette idée de rapport, comme celle de toutes les quan- 
tités géométriques que nous avons considérées, en- 
traine, on le voit, la double notion de grandeur et d’in- 
clinaison. 
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L'inclinaison du rapport Ne d’après ce que nous 
OB 
avons dit au n° 22, est égale à l’angle BOA formé par 
les deux termes de ce rapport. 


A L'égalité de deux rapports conduit à une inter- 
prétation géométrique d’un très grand intérêt. Soit 


Donne, Cette équipollence signifie qu’on a l'égalité 





DPRTOD 
algébrique 
Pr DAS CT OC 
er. OB gr.OD’ 
et de plus 


ang. BOA = ang. DOC. 


Les deux triangles OAB, OCD (fig. 8) sont donc 


semblables, et même directement semblables, c’est- 


Fig. 8. 


0 


à-dire qué, si Le rapport de similitude était égal à l’unité, 
ils seraient immédiatement superposables. Nous verrons 
plus loin que la similitude de deux triangles peut n’être 
pas directe. 

Réciproquement, st deux triangles KLM, K'L'M' 
sont directement semblables, on exprimera entière- 


. 7° 4 f . 
ment cette similitude par l’une quelconque des équi- 
KM KL LM 


pollences K%, — À HN Nue Te 
K'L K'M": K'L' L'M' 





exprimant l’éga- 
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lité des rapports géométriques entre deux couples de 
côtés homologues quelconques. 

Ce procédé pour l'expression de la similitude de 
deux triangles est, nous le répétons, d’une importance 
capitale et d’une application constante dans la méthode 
des équipollences. Nous aurons seulement soin de tou- 
jours faire correspondre dans le même ordre les élé- 
ments homologues. Ainsi, dire que PQR est semblable 
à STU, c’est dire que le sommet P est homologue 
de S, etc. 


Moyenne proportionnelle de deux droites. 


33. Prenons encore deux droites de même origine 


OA, OB. On définira leur moyenne proportionnelle OM 
P . A OM . , 

par l’équipollence —5g: Traduite en langage géo- 

métrique, cette relation exprime, comme nous venons 





de le voir, que les deux triangles OAM, OMB ( fig. 9) 


sont semblables. Il en résulte que OM est dirigée sui-, 
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vant la bissectrice de l’angle AOB. De plus, nous avons 
ang. BMO = ang. MAO. 
Donc 
ang. BMO + ang. OMA — ang. MAO + ang. OMA 
— 180°— ang. AOM ; 
c’est-à-dire ; 
ang. BMA — 180°— ang. AOM. 

Mais l’angle AOM est la moitié de l’angle AOB — 0 des 
deux droites OA, OB. 

Nous aurons donc la droite cherchée OM en con- 
struisant sur AB un segment capable du supplément de 


0 Ne ÉTAT RS 
ns de telle sorte que l’origine O soit à l’intérieur de la 


circonférence ainsi décrite, et en coupant ce segment 

par la bissectrice de l’angle AOB. 

__ Considérée du côté opposé à M, la circonférence pré- 
0 , 

sente un segment capable de - et elle est coupée par la 
2 


bissectrice en un nouveau point M’. Il est visible que 
les deux triangles OAM', OM'B sont semblables eux 
aussi, d’où 
OA- OM 
OMAPOEE 
et que, par conséquent, 
OM' = — OM 
répond aussi à la question. 
A \ , . [#2 T 
De même, en Algèbre, l’équation = — 7 à Pour ra- 
cine, soit + V/ab, soit — Vab. 
Il est facile de reconnaître, par l’examen des inclinai- 
sons, d’où provient la double solution. Si 
Ua, gr. OB—=b, inc OA = «x, inc. OB+ $, 
l’'équipollence de définition donne nécessairement 


er. OM = ÿab 
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et de plus 
a + 
us 





inc. OM — 


Mais, pour conserver à la question toute sa généralité, 11 
faut donner aux inclinaisons « et 8 (23) les formes les 
plus générales 
a+ n.360, + p.360°; 
d’où 
8 


inc. OM — _—_ + À 180 


Si Æ est pair, on aura la direction OM; si Æ est impair, 
on aura la direction contraire, ce qui correspond à la 
solution OM. 

La fi3. o montre que si réciproquement, par le milieu 
O d’une corde MM, on mène deux droites OA, OB éga- 
lementinclinées sur cette corde, jusqu’à la circonférence, 
les deux triangles OAM, OMB seront semblables et 
qu’il en sera de même des triangles OAM', OM'B. 


Il est important de remarquer que la moyenne pro- ! 


portionnelle de deux droites ne dépend en rien de la 
droite choisie dans le plan pour origine des inclinai- 
sons. 


Calcul des droites. — Théorème général. 


34. Si l’on à suivi avec quelque attention les règles 
de calcul que nous avons exposées, soit dans le premier 
Chapitre, soit dans celui-ci, relativement à l’addition, 
la soustraction, la multiplication et la division, op a pu 
reconnaître qu’elles sont absolument identiques à celles 
de l’Algèbre ordinaire. 

Or, toutes les autres opérations de l’Algèbre dérivent 
de celles-là, et par conséquent nous serons amenés, dans 
tous les calculs possibles, dans les formations de fonc- 
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Lions quelconques de droites, à des transformations pa- 
reilles à celles du calcul algébrique. 

Sans entrer dans aucun détail d'opération, nous pou- 
vons donc énoncer dès à présent ce principe fondamen- 
tal d’une importance extrême à cause de sa généralité : 


On peut faire subir aux équipollences relatives 
aux figures planes toutes les opérations et transfor- 
mations qui sont légitimes pour les équations algé- 
briques. 


35. Il y a cependant, à l'avantage de la méthode des 
équipollences, une différence non pas véritable, mais 
apparente : c’est qu’on ne voit nulle part s’y introduire 
la notion de l'imaginaire. Pour faire comprendre ce 
point, nous nous contenterons d’examiner l'extraction 
de la racine n°" d'une droite quelconque, et nous allons 
voir apparaître d’elles-mêmes les 2 solutions distinctes, 
tout aussi réelles les unes que les autres. 


Soit OX — VOA. La définition de cette opération 
provient de l’équipollence 


Donc 
gr. OA = (gr. OX}, d'où gr.OX = gr. OA. 
Jusqu'ici, nulle ambiguïté, les longueurs étant toutes 


essentiellement positives. 
Arrivons maintenant aux inclinaisons et soit 


INC-OAT—= X, 
ou, plus généralement (23), 


a + Æ.360°. 


Il viendra 


inc. OA a k 
— —= — + =, 360. 
n n n 


inc, OX — 
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Il est clair que, pour avoir toutes les directions pos- 
sibles de OX, il faut donner à Æ une série de n va- 
leurs consécutives entières quelconques, par exemple 0, 
1, 2, ..., A —1. De là, par conséquent, n directions, 
inclinées successivement les unes sur les autres de 


360° 
l'angle ——; et les nr valeurs de OX, ayant toutes 


même longueur, figureront assez exactement les rayons 
d’une roue de voiture. Ce seront les » racines nimes 
de OA, différentes les unes des autres, mais toutes 
réelles. 


36. Il nous semble inutile de pousser plus avant les 
considérations particulières sur le calcul des droites. Ce 
calcul trouvera des développements utiles dans les appli- 
cations, et sera facilité par les signes que nous avons 
encore à introduire, et par les principes qu'il nous reste 
à exposer. 

Cependant, il est une observation, d’un caractère 
complètement général, quinous paraît devoir trouver sa 
place dès maintenant dans notre exposition. Nous avons 
dit, dans tout ce qui précède, que le résultat d’une 
opération quelconque sur des droites était une droite. 
Cela est rigoureusement vrai dans l'hypothèse où nous 
nous sommes placés, c’est-à-dire en supposant que 
l’unité de longueur soit déterminée sur la figure. Mais, 
pour toutes les propriétés qui ne dépendent pas du 
choix de cette unité, la loi de l’homogénéité doit con- 
server toute son action, aussi bien ici que dans la Géo- 
métrie analytique ordinaire. Nous serons ainsi conduits, 
bien souvent, à employer dans nos calculs des expres- 
sions qu'il n’est nullement nécessaire de traduire en 
droites effectives et qui seront de divers degrés, posi- 
ufs, négatifs ou même fractionnaires. Ainsi OA? de- 
viendrait une droite en introduisant le dénominateur 
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OI = 1, ce qui donne 





de même 


L DES CR | 
OA: — On’ VOA? — ÿOA2.0I5, .…. 


Mais 1l nous sera commode bien souvent de considérer 
en eux-mêmes les rapports de droites, que nous pour- 


: ADR At PACA 
rons appeler nombres géométriques. Ainsi soit OE' 


avec 
POS er OL sr OP =" gr. OT, 
inc. OA = 60°, inc. OB = 40°. 


Le nombre QuA ue nous pourrons au besoin ficurer 
OB” 4: P 5 


par une seule lettre, aura pour nous la grandeur + et 
inclinaison 20 ns qu'il soit nécessaire de le conce- 
l’incl LT al soit de 1 

voir autrement que comme un rapport de deux droites. 


37. D'après les développements qui précèdent, on a vu 
la concordance absolue entre les règles du calcul algé- 
brique et celles du calcul des droites. Si nous considé- 
rons maintenant une identité algébrique quelconque, 
nous pouvons la regarder comme exprimant une pro- 
priété de points situés en ligne droite. Mais, en suppo- 
sant les quantités algébriques remplacées par des 
droites, l'identité n’en subsistera pas moins, et l’on 
aura par suite une propriété correspondante de points 
situés sur un plan d’une manière quelconque. 
ad+b  c+d b+c d+a 
di 2 "trs 2 2 
peut se traduire ainsi : « Soient À, B, C, D quatre 
points en ligne droite, M, N, P, Q les milieux des seg- 
ments AB, BC, CD, DA; le milieu du segment MP sera 


le même que le milieu du segment NQ. » 











Par exemple, l'identité 
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Si nous remplaçons &, b, c, d par les droites quel- 
conques OA, OB, OC, OD du plan, nous aurons la 
même identité, mais qui se traduira par l'énoncé sui- 
vant : « Si M, N, P, Q sont les milieux des côtés suc- 
cessifs d’un quadrilatère ABCD, les droites MP, NQ se 
coupent mutuellement en parties égales; ou encore, les 
milieux des côtés d’un quadrilatère sont aux sommets 
d’un parallélogramme. » 

Cet exemple a pour but unique d’éclaireir ce qui pré- 
cède, et, sans plus de détails, nous pouvons maintenant 
énoncer ce théorème très général : 


A toute identité algébrique correspond un théo- 
rème de Géométrie plane, par le seul changement de 
PUF e f , . 
l'égalité en équipollence. 


Du signe de perpendicularité. 


38. Parmi les nombres géométriques (36) que nous 
pouvons considérer dans la théorie des équipollences, 
il en est un dont l’usage est tellement fréquent, qu'il y a 
un grand avantage à le représenter par un signe spécial, 
au moyen duquel on représentera ensuite tous les autres 
nombres : c'est celui dont la grandeur est égale à l’unité, 
et dont l’inclinaison est + 90°. Nous désignerons con- 
stamment par £ ce rapport, dont les premières proprié- 
tés sont bien faciles à établir. 

Menons par l’origine O (/ig. 10) une perpendicu- 
laire à l’origine OX des inclinaisons, et portons quatre 
longueurs OÀ, OB, OC, OD égales entre elles (et par 
exemple égales à l'unité), suivant les quatre directions 
OX, OY, OX’, OY’, ainsi obtenues. Il est évident que 


nous aurons 
OB OC PODSS OR 


St so el 


OANTOB ROC EOUN 
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De là 
DEF O CNE 
DARCOS 
: OB.O0C ARC A TE : AALRSE = 
Mais le rapport OA O € réduit à Da Cest-à dire à 
Fig. 10. 
Y 





— 1, puisque OC = — OA. Par conséquent 
LUN 
De même 
POP: 0C.0D 4 ODA MOP 
RON OB'OCMWO MOUSE : 
OB.0C.OD.0A 
OAFOB:.0G:0 DIE 


tr — 


ee 
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Les puissances successives du symbole z sont donc 
exactement les mêmes que celles du symbole algébrique 


V— 1, et cela nous permet de formuler ce principe : 


Le symbole 1 dans le calcul des équipollences sera 


soumis aux mêmes règles que le symbole /—1 en 


Algèbre. 


39. Un premier usage évident du signe que nous 
venons de définir consiste dans la possibilité de repré- 
senter la rotation d’un angle droit appliquée à une 
droite OM. Il est bien clair en effet qu’en multipliant 
cette droite par ? nous obtiendrons une droite OM! 
égale à la première, et formant avec elle un angle 
MOM'— + 90°. 


‘ . . I . . 
En multipliant OM par — i — = On fait au contraire 


tourner cette droite d'un angle droit dans le sens né- 
gatif. 

En général, OM %*< &” représente ce que devient OM 
après avoir subi une rotation de 7 angles droits dans le 
sens positif; et OM >*< (— 1)! représente ce que devient 
OM après avoir subi une rotation de n angles droits 
dans le sens négatif. 

Si nous cherchons à étendre ces formules, 1l est bien 
facile de les interpréter dans le cas où z cesse d’être 
un nombre entier. En prenant l’angle droit (ou le qua- 
drant) pour unité, si un angle & est mesuré par p, nous 
dirons que OM >< &P nous représente ce que devient OM 
après avoir subi la rotation de l’angle à dans le sens 
positif. 

Le symbole #, considéré isolément, représente une 
droite égale en longueur à l’unité, et dont l’inclinaison 
est + 90°. De même, 4 représentera une droite de 
longueur égale à l'unité, et dont l’inclinaison & est me- 
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surée par le nombre p, quand on la rapporte à l’angle 
droit. 


peine nécessaire de démontrer la relation 


à 
‘ ur . 
(— 1)? — (:) — 1"?, tellement elle est une conséquence 


directe ‘LE —— 7. Mais l'utilité de cette formule est 


extrême, puisqu'elle permet de représenter toute droite 

de longueur égale à l’unité par la formule #7, aussi bien 

dans le cas des inclinaisons négatives que positives. 
On voit d’ailleurs que l’on a 


BP 1P+h—,,,— cp+hk, 


puisque &— 1. Toutes ces droites ont en effet la même 
direction. 

Puisque la droite de longueur 1 et dont l’inclinaison « 
est mesurée par p s'exprime par 4, il est clair que la 
droite quelconque OM, dont la longueur est r, peut se 
représenter par 

OM = rar. 


Représentation nouvelle des droites. — Signe &. 


40. Prenons la même droite OM que dans le numéro 
précédent et abaissons du point M (fig. 11) la perpen- 


Fig. 11. 
M 


diculaire MQ sur l’origine des inclinaisons. Nous avons 


OM = O0Q + QM. 
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Si nous appelons x et y (en grandeurs et en signes) 
les coordonnées, positives ou négatives, OQ et QM du 
point M, il est bien facile de voir que l’on a les équi- 
pollences OQ = x, QM = yx. 

Par suite, la droite OM peut encore s'exprimer par la 
formule 


(1) OM = x + y1. 
Sous celte forme, apparaît l'identité entre les quan- 


tités géométriques, que nous étudions dans le présent 
calcul, et les quantités imaginaires de l’Algèbre. 


A. Reprenons l'expression ri? d’une droite quel- 
conque donnée dans le n° 39, Si, au lieu de rapporter 
les arcs au quadrant pris pour unité, nous voulons les 
rapporter à l’arc de longueur égale à celle du rayon, 
comme on le fait en général dans toutes les formules de 
la Trigonométrie, 1l est bien évident que les deux me- 
sures p et « du même arc (ou du même angle) seront dans 

9 


? 2 ; — à 
le rapport Z — —- Donc &P— 1 
e 4 T 
. st 
Mais, l’exposant = Intervenant alors dans tous les cal- 


culs, il est bien plus simple de poser une fois pour 
toutes 


2 
= D 
ère, 


: étant un nouveau symbole défini par cette équipol- 
lence. On a alors, pour l’expression de la droite OM, 


(2) | OM = re. 
42. Dans la formule (1) du n° 40, on a 
L'ART COSG, VF 
donc cette formule peut s’écrire 


OM = r(cosa + tsina), 
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et la comparaison avec la formule (2) ci-dessus nous 
donne 


(3) et — COS4 + L sin. 


On reconnait par suite, en vertu de la formule d’Eu- 
ler, que notre symbole e n’est autre que l’expression e! 
si couramment employée en Analyse (!). 





(!) Nous tenons à rappeler ici la formule d’Euler, bien qu’elle ne 
nous soit nullement nécessaire pour notre exposition ; c’est qu’en 
effet cette formule nous semble être une des plus remarquables con- 
ceptions de l’esprit analytique; et elle a été l’objet d’attaques immé- 
ritées selon nous, mème de la part d’auteurs qui ont écrit d’excel- 
lentes choses sur les imaginaires. C’est ainsi, par exemple, que, dans 
son Ouvrage Des formes imaginaires en Algèbre, M. Vallès élève 
contre cette formule les deux critiques suivantes : 


1° La formule d'Euler donne 1 = e2%V—1 — e#nŸ—1 ..., Les nombres 
e?T, e*T,...,tous différents les uns des autres, élevés à la même puis- 
sance ÿ— 1, donneraient donc le même résultat, ce qui semble inad- 
missible, ou tout au moins paradoxal. 

2° En élevant les expressions précédentes à la puissance W—1, on 
D 7... ce qui est absurde, 

De pareils reproches dérivent d’une méconnaissance complète de 
l’idée des déterminations multiples qu’une même fonction peut pré- 
senter, et c’est pour cela que nous avons insisté si fortement sur 
le nombre infini des inclinaisons d’une même droite. 

Pourquoi, par exemple, M. Vallès ne dirait-il pas : « On a 

AY = (+1); 
si Jélève les deux membres à la puissance À, j'obtiens —1=+#1, 
résultat parfaitement absurde? » C’est que l'élévation à la puissance À 
est une opération à détermination double. Mais de quel droit effec- 
tuer, avec l’exposant imaginaire W—1, ce qu'on ne peut faire avec 
l’exposant À? 

En réalité, si «& est positif, a représente une droite de longueur 1 
et d’inclinaison mesurée par log a. Telle est la vraie définition réelle. 
Il n'y a donc rien d’extraordinaire dans l'égalité des résultats ci- 


dessus, puisque les logarithmes sont 27%, 47, 67%, ..., ce qui donne 
la même direction que si l’inclinaison était nulle. 
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Les diverses expressions que nous venons de donner 
pour la représentation d’une droite OM sont d’un usage 
continuel et d’une application très commode dans le 
calcul des équipollenees. Il est donc important de se 
les rendre tout à fait familières. 


Droites conjuguées. 


43. Soit une droite OA; si une droite OA! a la même 
longueur et si son inclinaison est égale et de signe con- 
traire à celle de OA, on appelle OA’ conjuguée de OA. 
D’après cette définition, OA est évidemment conjuguée 
de OA’. On désignera la conjuguée d’une droite par la 
notation cJ. et l’on écrira, par exemple, 


OA'=cj.OA, OA=cj.OA'. 


Les droites OA, OA’ peuvent être transportées paral- 
lèlement à elles-mêmes où l’on voudra dans le plan, 
sans cesser pour cela d’être deux droites conjuguées. 

D’après les expressions que nous venons de donner 
pour une droite, on voit que la conjuguée se formera 
immédiatement. 

Par exemple, si OM = x + yi, on aura 


cj. OM = x — yi. 





Si OM = r'LP, 

Cl OM="'7F Pr; 
SrOM=re, 

cl OM FE 


Si OM = r(cosa + rsin a.) 
CJ. OM = r(cosa-—- 1 sin«). 
En prenant simplement les identités 


EX — COSX+—1Ssina, 


e—{— COSAX— Sin &, 
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qui correspondent à deux droites conjuguées de lon- 
gueurs égales à l'unité, on obtient, par addition et sous- 
traction, les relations 








dont l'interprétation géométrique est évidente. 

On se sert souvent de ces formes du cosinus et du sinus 
d’un angle. 

La notation des droites conjuguées est très utile, et 
nous en trouverons de nombreuses applications. 


Principes relatifs aux droites conjuguées. 


414. Nous pouvons, sans démonstration, tellement ces 
vérités sont d’une complète évidence géométrique, énon- 
cer les propositions suivantes : 


La conjuguée de la somme de deux droites est 
équipollente à la somme de leurs conjuguées. 

La conjuguée du produit (ou du quotient) de deux 
droites est équipollente au produit (ou au quotient) 
de leurs conjuguées. 


Il suit de là, d’une manière générale, que la conju- 
guée d’une fonction quelconque de plusieurs droites 
est équipollente à la méme fonction des conjuguées 
de ces droites. 


45. En rapprochant ce dernier énoncé de ce qui a été 
dit un peu plushaut (43), sur la formation de la conjuguée 
d’une droite, on arrive, pour le cas où les droites sont 
mises sous les formes æ + yi, rip, re%, à ce nouveau 
principe général : 

Pour obtenir la conjuguée d’une expression quel- 
conque, il suffit de changer les signes de tous les 
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exposants de i ou de = que renferme cette expres- 
sion. 


46. À toute équipollence correspond une équipol- 
lence conjuguée. 


Supposons que dans l’équipollence primitive nous 
remplacions toutes les droites qui y figurent par leurs 
conjuguées respectives. Toutes les constructions indi- 
quées par la première équipollence devront alors s’ef- 
fectuer sur une figure symétrique par rapport à l’ori- 
gine des inclinaisons, et par conséquent on aura une 
équipollence correspondante, car la seconde figure, 
égale à la première, jouira exactement des mêmes pro- 
priétés. 


AT. Le produit de deux expressions conjuguées a 
une inclinaison nulle, et une grandeur égale au carré 
de la grandeur de chacune des deux expressions. 


Cette proposition résulte directement de la définition 
d’un produit (28) et des définitions et principes qui 
précèdent. 

On la met analytiquement en évidence, en remarquant 
que deux expressions conjuguées peuvent s’écrire sous 
la forme re%, re%, ou encore x + yi, æ — yi. Dans le 
premier cas on a, pour le produit, 


2 


rieta= ra, 


et, dans le second, 
ai— pi = 22+ y, 


La grandeur est donc bien le carré de r, et la direc- 
tion est celle de l’origine des inclinaisons. 


48. Le quotient d’une expression par sa conju- 


MULTIPLICATION ET DIVISION DES DROITES. 41 


guée a pour grandeur l’unité, et pour inclinaison le 
double de l’inclinaison du dividende. 


Soit en effet 7°e* l’expression donnée; sa conjuguée 
sera 7e %; et l’on aura, pour le quotient, 


— e2X 





49. La somme d’une droite et de sa conjuguée a 
une inclinaison nulle, ou égale à 180°, et une lon- 
gueur égale à deux fois la longueur de la projec- 
ton de la droite sur l’origine des inclinaisons. 


Posons OÀ — x + y1; alors 
CJ OA=æ—yi, et OA+cj.OA = 2x. 


Suivant que + est positif ou négatif, l’inclinaison est 
zéro ou 180°; et la grandeur est double de celle de x. 
On peut écrire encore 


OA + cJ. OA = 2r cosa. 


90. St d’une droite on retranche sa conjuguée, la 
différence a pour inclinaison 00° ou 270°, et pour 
longueur le double de la projection de la droite sur 
une perpendiculaire à l’origine des inclinaisons. 

Car, en posant OA = x + yi, il vient 


OA — cj. OA = 2y1i = air sin. 


Similitude symétrique de deux triangles. 


OA ci. OA! 
OE == cj. OB'' Cherchons 


à traduire géométriquement cette équipollence. 


À cet effet, posons (jig. 12) 


O1. Supposons qu’on ait 


4 gr.OB —"b Mer OA aber OB'—h 
RC 7 inc OB = lune OA") inc. OB=.f; 
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L’équipollence peut donc s’écrire 


aeX ae a a’ 
ou. E eX—f — Gi ep'—a, 


bep 





Il faut donc qu’on ait 


Mais 


a—f$—ang. BOA, f'— 4 — ang.B'OA'. 


Si nous comparons les deux triangles OAB, A'O'B, 
nous voyons qu'ils ont leurs côtés homologues OA, OA’ 
et OB, OB' proportionnels en tant que longueurs, et que 


Hro, 1 
5»: ET 


les angles en O sont de grandeurs égales, mais de signes 
contraires. Il est clair, à la seule inspection de la figure, 
que ces triangles sont semblables; mais, si le rapport de 
similitude devenait égal à l’unité, ils ne seraient super- 
posables qu'après avoir retourné l’un d’entre eux sens 
dessus dessous. 

On dit que ces deux triangles sont symétriquement 
semblables. 

Réciproquement, st deux triangles KLM, K'L/M' 
sont symétriquement semblables, on exprimera cette 
similitude en égalant le rapport géométrique de 
deux côtés de l’un de ces triangles avec le rapport 
des conjuguées des côtés homologues. 
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On peut résumer ces relations en écrivant 


KL LM MK 


OR c LM Oo MR 





Ces remarques, rapprochées de celles du n° 32, sont 
q ? [! ? 

d’un précieux usage dans les applications, comme nous 

allons immédiatement en voir un exemple. 


Projection d’une droite sur une autre. — Puissance d’un 
point par rapport à un cercle. 


92. Soit AB (jig. 13) une droite dont nous voulons 
déterminer la projection sur une autre droite donnée. 


Fig. 13. 
B 


B , 


Nous pouvons, sans rien enlever à la généralité du pro- 
blème, supposer que cette seconde droite a également 
pour origine À. Appelons-la AC. Soit AP la projection 
cherchée. Si nous prolongeons BP d’une longueur PB, 
égale à elle-même, les triangles ABC, À B'C seront symé- 
triques par rapport à la droite AC, et nous aurons, en 
vertu du numéro précédent, 


AB cr. AB 7" D: cJ. AB 
Re RSR ER es 


Le point P étant le milieu de BB”, il vient 





D | RTS c]. AB : 
PAR PAR 1(AB+ ACT) 
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Donc, la projection de la droite AB sur la droite 
AC a pour expression 


\p  1ABci.AC + AC cj.AB 
CT cj. AC 


93. Nous pouvons donner une autre forme à cette 
projection AP, en posant 


AB = bef, AC = cet. 


Elle devient alors 





APE XP 
c’est-à-dire (43), 
AP = b cos(f — y)}ey. 


Cette transformation nous montre qu'on a toujours 
identiquement l'égalité entre quantités algébriques 


L(AB.cj. AG + AC.cj. AB) = bccosa 


en grandeur et en signe. 
Mais lé second membre 


bccosx ou gr.AB gr. AG cos(CAB) 


représente, comme l’on sait, la puissance du point À par 
rapport au cercle construit sur BC comme diamètre. 
Donc : 


La puissance d’un point À par rapport à un cercle 
de diamètre BC a pour expression 


1 (AB.cj. AC + AC. cj. AB). 


En désignant cette expression par la notation abrégée 
®,(8,c), on peut établir simplement un grand nombre 
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de propriétés sur les puissances de points par rapport à 
des cercles (!). 

Le signe de la puissance varie avec celui du cosinus 
de l’angle CAB. On vérifie aisément que la puissance est 
positive quand le point À est extérieur au cercle, el 
négative quand le point À est intérieur. 

Lorsque l’on considère deux droites AB, LM ayant des 
origines différentes, on peut faire subir à l'expression 


AB cj. LM + LM cj. AB = 2 gr. AB gr. LM cos 


une transformation assez intéressante. 


On a 
AB = AL — BL — AM —BM et LM — AM — AL — BM — BI. 
De là 


AB cj. LM = AL cj. AM — AL cj. AL 
+ BL cj. MA + BL cj. AL, 


LM cj. AB = BM cj. AM + BL cj.BM 
— BM cj.BM + LB cj. AM, 


el par addition 


AB cj.LM + LM cj. AB 
— AM cj. AM — AL cj. AL + BLej. BL — BM cj. BM 
= (gr. AM} + (gr. BL}? —(gr. AL) — (gr. BM}. 


Aire d’un triangle. — Aire d’un polygone. 


94. Considérons le triangle ABC. Soit P le pied de 


la hauteur abaissée du sommet B sur AC. 





(!) Voir Association française pour l’avancement des Sciences ; 
Compte rendu de la 4° session (Nantes) : Mémoire sur les puis- 
sances de points, p. 139-1535. 
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Nous avons (52) 


AB cj.AC + AC cj.AB 


tbe TAC 


OS 


Donc 





AC cj. AB — AB cj. AC 


— AP — AB — 1 =: = 
BE : cJ. AG 


Le produit des longueurs de BP et cj. AC exprime 
évidemment le double 25 de l’aire du triangle. 

D'autre part (50), le numérateur AC cj.AB— ABcj.AC 
a pour direction celle d’une perpendiculaire à l’origine 
des inclinaisons, c’est-à-dire que son expression est Xz 
£ étant une quantité algébrique positive ou négative. 

Nous pouvons donc écrire, en divisant par & cette 
expression, 


+ 25 — — (AC cj. AB — AB cj.AC), 
ou 


Hs — ; (AB cj. AC — AC cj. AB). 


Si nous supprimons le double signe de s, nous serons 
conduit à considérer dans l’aire d’un triangle, non seu- 
lement la grandeur, mais le signe, ce qui n’offre que des 
avantages, et nous dirons d’une manière générale que 
l'aire d’un triangle ABC s'exprime en grandeur et 
en signe par la formule | 


7 (AB cj. AC — AC cj. AB). 


Nous remarquerons qu’en remplaçant AC par AB + BC 
on trouverait aussi 


; (AB cj. BC — BC cj. AB). 


Si l’on intervertissait les deux lettres B et C dans l’une 
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ou l’autre de ces deux expressions, on trouverait un 
résultat égal et de signe contraire. Nous sommes donc 
amené à considérer l’aire ACB comme égale et de signe 
contraire à l’aire ABC. 

En général, l’aire d’un triangle est positive quand on 
énonce le périmètre en le parcourant dans le sens des 
rotations positives, c’est-à-dire en ayant l’intérieur du 
triangle à sa gauche. Elle est négative dans le cas con- 
traire. 

Cette précieuse convention sur les signes des aires est 
fort avantageuse, comme nous le verrons bientôt. Il est 
bon de montrer dès à présent qu’elle constitue une con- 
séquence logique et directe des conventions sur les 
signes des angles. 

Pour cela, posons, comme plus haut, AB — bef, 


AC = ce. Nous avons (43) 


bec 


: (AB cj. AC — AC cj. AB) — ©" (eB-7— <7-8) 
ut 


bc 22 


Er SWCP = Y) 





bc 
: A 
= —:SIn (" El 
5 (y D) 
C'est précisément la formule connue qui donne l’aire 
d’un triangle. puisqu'elle contient en facteur sin(y— 8) : 
O 1 P q | PJ) 
il est donc bien naturel de considérer cette aire comme 





positive ou négative, suivant que l'angle (y — 6) sera 
positif ou négatif. 


55. Si l’on prend un point O intérieur à un triangle. 


on a 
aire ABC — aire OAB + aire OBC + aire OCA. 


Grâce à notre convention sur les signes des aires, 1l est 
visible que cette relation subsiste pour un point O quel- 
conque du plan, soit extérieur, soit intérieur. 
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On voit de même que l’aire d’un polygone quelconque 


ABC. ..L sera 
aire OAB + aire OBC +...—+ aire OLA. 


En posant OA — 4, OB=35, ..., OL — z, nous avons 

donc cette formule pour l’aire d’un polygone dont on 

donne les sommets : 

— [(ACJ.B+BCjJ.G +... LCj.A) —(B Cj.A + CCJ.B<+...—+A CJ.L)|]. 

{ 

Cette formule, appliquée au quadrilatère, donne un 
? PP q q ) 

résultat intéressant, car on a 


AC]J.B—B CJ.C+C Cj.D + D CJ.A—B Cj.A—C CJ.B—D Cj.C—AC)j.D 
—(A—c)c].(B—D)—(B—D)cj.(A—c) 
= CA cj. DB — DB cj. CA. 


L’aire est donc 
= (CA cj. DB — DB cj.CA), 
4 


c’est-à-dire équivalente à celle du triangle ayant deux 
côtés équipoilents aux diagonales du quadrilatère. 


Progressions par quotient. 


96. Nous dirons que plusieurs droites (auxquelles 
nous supposons même origine) OA,, OA, ..., OA, 
forment une progression par quotient lorsque le rapport 
géométrique de l’une quelconque à celle qui la précède 
est constant. 

Il s’ensuit que tous les triangles OA, A:, OA, A3, .…., 
OA,_, À, sont directement semblables, si bien qu’en 
Joignant successivement les points A, A:, ..., À, 
on a une sorte de ligne brisée spirale qui s'éloigne 
de l’origine O si le rapport constant (ou la raison) a 
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une grandeur supérieure à l’unité, et qui s’en rap- 
proche si cette grandeur est inférieure à l’unité. Dans 
le cas où la raison a pour grandeur l'unité, tous les 
points À,, À:, ... sont évidemment situés sur une 
même circonférence de centre O. 

Toutes les propositions établies en Algèbre sur les 
progressions par quotient s’appliqueront directement, 
puisque nous avons démontré que les règles du calcul 
des droites sont les mêmes que celles du calcul algé- 
brique. 

Nous n’en produirons ici qu’un seul exemple, relatif 


. OA, 
à la somme de rmes. La raison étant =— 108017 
s termes t OA, IP ALT 





l’apphcation de la formule connue nous donnera 


OA: 
OA LR 
OA> 
O4. = 


OA OA: 


OA, + Os +...+ OA, = 





En formant le triangle OA, À,,, directement sem- 
blable à OA, A,, on a 


VAE 


n CA 


CSS 


C2 
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La somme ci-dessus devient donc 


OA»h+1 = OA: F4 OA »+1 OA es A: An+1 
TOM, 04 04 NES 
DATÉE 


Formons le triangle O A, X directement semblable à 
A,A,A»4,. Il viendra 
OX A, À n+1 A: An+1 


ES PR TE O0 ee se 
OA Si AS CU SAME 





Telle est la construction fort simple qui permet d’ob- 
tenir la somme géométrique en question. Si on la divise 
par le nombre » de termes, on a 


OURS OX. 
n 


et le point G est (19) le barycentre des points A,, 
A5, ..., A», en y supposant placés des poids égaux. 
Lorsque le nombre des termes de la progression de- 
vient infini et que la raison a une grandeur inférieure à 
l’unité, le point À,,, s'approche indéfiniment de l'ori- 


2F 
Fig. 15. 
>< 
71 
F 
‘ 
4 
LA 
‘ 
Tr 
‘ 
4 
4 
# 
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‘ 
/ 
’ 
F 
’ 
‘ 
/ 
; A 
# 2 
« 4 
/ 
/ 
ed 
/ Le 
LA + 
7 A 
7 Peu 
LÉ —————— 1 


oine. La somme limite est donc donnée ( fig. 15) par 


A,0 


OX' — OA, Aa 
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c'est-à-dire qu'on doit construire le triangle OA, X’ di- 
rectement semblable à A, A, 0. 


07. Il est presque évident que les droites A, À», 
A»A3, ... forment elles-mêmes une progression par 
quotient, de même raison que la première; car on a 


OA; OA; OA3 -—- OA» A A3 


OA» ME OA, Es OA, nm ON, pri A; AA 








58. Sans anticiper sur l'application aux courbes du 
calcul des équipollences, on reconnaît aisément que 
tous ces points À,, À», ... sont situés sur une même 
spirale logarithmique de pôle O. 

Pour le prouver, appelons /eÀ la raison; et posons en 
outre OA,— as%. Alors un terme quelconque sera ex- 
_ primé par 


OA,lPepÀ— as%lPpepkh ou alPe%+px, 
1 


En appelant r la grandeur de ce terme et 0 son incli- 
nalson, nous aurons 


Nes alP, A0 =% + pÀ 


et, en éliminant p, 
0% 


r =al x ; 


équation d’une spirale logarithmique passant par tous 
les points considérés, lesquels répondent aux valeurs 
entières de p. 

Si l’on ne voulait pas supposer connue l’équation de 
la spirale logarithmique, 1l serait facile d’en établir 1ci 
la théorie, par l'insertion successive de moyens, en 
nombre de plus en plus grand, entre les termes succes- 
sifs de la progression, de manière à arriver à l’idée de 
continuité. Il ne serait nécessaire pour cela de s’ap- 
puyer sur aucune notion de Géométrie analytique; les 
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raisonnements seraient les mêmes que ceux qui des 
progressions conduisent aux logarithmes. 

La spirale logarithmique joue un rôle considérable 
dans la théorie des équipollences; son importance est à 
peu près égale à celle du cercle, qui n’en est du reste 
qu’un cas particulier. 

C’est ce qui nous a déterminé à en donner 1c1 la pre- 
mière notion, bien que nous devions y revenir plus 
tard. 


99. Bien que résolu à supprimer pour ainsi dire 
toute application dans l'exposé de la théorie, nous 
croyons cependant utile d’en indiquer une, comme con- 
séquence bien directe de ce qui précède, et à laquelle 
nous ne donnerons aucun développement. 

Si l’on garde les notations du numéro précédent, la 
somme de la progression par quotient OA,, OA, ..., 
OA, est 
a (2% + Leat+À + J2eau+2À + ln—1 ex+(n—10}) — er ; 

la] 
En formant l’équipollence conjuguée, 1l est évident que 
la somme des premiers membres sera 


2a cosa + l'cos(x + À) + 22 cos(a + 2À) +...+ nt cos[a+(n—1)À] |. 


Or, si l’on ajoute les seconds membres, un calcul très 
simple montre qu'on obtient | 


« [+1 cos[ x + (n —1)À] — {2 cos(x + nÀ)— lcos(x—))+cosa 
D ———————————— 
l2+ 1 —2/cosÀ 


Nous avons donc l’expression de la somme de cosinus 
d'arcs en progression par différence, respectivement 
multipliés par les termes d’une progression par quo- 
uent. 

Si l’on faisait /— 1, on aurait simplement la somme 


MULTIPLICATION ET DIVISION DES DROITES. 19 


des cosinus. La formule est alors susceptible de trans- 
formations que nous n’avons pas à examiner ici, et qui 
n'offrent pas de difficultés sérieuses. 

On peut se proposer les questions analogues pour les 
sinus; nous en laissons le soin au lecteur. 


Remarque finale. 


60. Nous bornons ici les considérations que nous 
avions à présenter sur la théorie des équipollences. Il 
y a nécessairement un nombre beaucoup plus grand en- 
core de vérités d'ordre général que l’on pourrait établir 
relativement à ce calcul; mais l’exposé qui précède suffit 
amplement, si l’on s’en est bien assimilé toutes les par- 
es, pour aborder les applications, qu'il nous reste à 
examiner maintenant et que nous nous efforcerons de 
varier autant que possible. 

Il nous paraît cependant nécessaire encore de placer 
ici une simple remarque générale, sur un point qui 
n'aura pas échappé au lecteur. C’est que, au fond, cette 
méthode ne fait d'autre emprunt à la science de l’éten- 
due que les premiers principes de Géométrie, en ce qui 
touche surtout les propriétés des parallèles, celles des 
angles et celles des triangles semblables. Il n’y a donc 
aucun cercle vicieux à appliquer la méthode des équi- 
pollences à des questions de Géométrie plus ou moins 
complexes, puisqu'on a seulement supposé établis Les 
éléments les plus essentiels. 

Accessoirement, nous nous sommes servi, pour abré- 
ger l'exposition, de quelques notions élémentaires de 
Trigonométrie ou de Géométrie analytique ordinaire ; 
mais 1l importe de bien se rendre compte qu'on aurait 
pu établir ces notions parle secours de la méthode elle- 
même. Nous considérons toutefois que nos lecteurs sont 
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initiés à ces éléments, ce qui nous a permis el nous per- 
mettra plus de brièveté. 

Quant à l’Algèbre, au contraire, nous admettons 
qu’elle est établie entièrement, que les règles de calcul 
et les transformalions en sont complètement connues, 
puisque l’esprit même de la théorie des équipollences 
consiste dans l'identité du calcul des droites avec le cal- 
cul algébrique, d’où résulte la possibilité d’une méthode 
analytique systématiquement applicable. C’est du reste 
ce que montreront amplement les applications. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IL. 


1. Sur les côtés BC, CA du triangle ABC, on construit res- 
pectivement les triangles BCA;, CAB, directement semblables 
à ABC. Démontrer que les droites AB, A, B, se coupent en leur 
milieu. | 


Il suffit de calculer les valeurs de CA,, CB, et d’en faire la somme, 
qu'on trouvera équipollente à CA + CB. 
On conclut de là que la figure AB BA, est un parallélogramme. 


2. Trois points A, B, C étant donnés, on a identiquement 
AB? + CA.CB — BC? + AB.AC = CA? + BC.BA. 
Cette expression, si l’on fait la construction indiquée dans 
l'exercice précédent, peut encore s’écrire AB.AA, = AB.B,;B. 


L'identité se vérifie immédiatement si l’on remplace AB par B—4, …, 
et la seconde partie de l’énoncé résulte évidemment des valeurs de 


CA.CB 
DA = Bic LÉ à 





3. On donne un triangle ABC et une droite LM. Sur cette 
droite, on construit les triangles LMP, LMQ, LMR directe- 
ment, semblables à ABC, BCA, CAB respectivement, Démon- 
trer que les triangles PQR et CAB sont directement semblables. 
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Ayant obtenu les valeurs LP, LO, LR, on en déduira PQ, PR par 
différence; et, en vertu de l’identité de l’exercice précédent, on re- 


: CA 
connaîtra que leur rapport est cg’ Par un calcul des plus faciles. 
4. Deux triangles directement semblables ABC, A’B'C' étant 
donnés, on construit sur AA’ un triangle AXA' quelconque, 
puis les triangles BYB", CZC’ directement semblables à AXA’. 
Démontrer que le triangle XYZ est directement semblable à 
q o 
ABC et A'B'C. 
On calculera x, y, z au moyen des équipollences indiquant la simi- 


litude et en prenant une origine quelconque, et de là on tirera faci- 
lement le résultat demandé. 


AT + B 
CT +D 
point X est situé sur une circonférence. 


DACIION a x — » æ étant une quantité réelle, le 


Pour le reconnaître, il suffit de calculer le rapport des deux quan- 


ur A B | Merci 
tités x — —, x — —- On voit alors que l’inclinaison de ce rapport est 
D 


4 


constante, c’est-à-dire que X est le sommet d’un angle constant pas- 
sant par deux points fixes. Chercher la condition pour que la circon- 
férence se réduise à une droite. 


6. L’équipollence 
æA.BC + B.CA 
æ BC + CA 





exprime que le point X est situé sur la circonférence passant 
par les trois points A, B, C. 
En prenant pour origine À, B ou G successivement, on dé- 


duit de là 
AB.CA 


rBC-E CA 

4 zBA.BC 
FrePCETAS 
rRE-ECR 
zBC+CA 


AXES 


REX ECA 


Conséquences de l’exercice précédent, obtenues en donnant à +, 
dans la formule générale, les valeurs particulières 0, © et 1. 





7. Construire la droite ÿOA? + OB?. 
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Si on a le signe —, on construira d’abord AC = — AC'= OB; si 
on à le signe +, AC — — AC'—:O0B; et la construction est alors 


x 


ramenée à celle d’une moyenne proportionnelle. 


8. Deux triangles ABC, A'B'C' ayant même médiane AM, si 
la demi-base MB de l’un d’eux est parallèle à la bissectrice de 
l’angle B'AC et égale en grandeur à la moyenne proportionnelle 
des côtés AB, AC’, la demi-base MB’ sera parallèle à la bis- 
sectrice de l’angle BAC et égale en grandeur à a moyenne pro- 
portionnelle des côtés AB, AC. 

En prenant À pour origine et posant MB =—5pb, MB'= »', on a 
Bc — M?— p?, p'c'= M? — v0”°?. Or, d’après l’hypothèse, on an — Vs'c’, 


, Là 4 \ La RE: 
et l’on déduit de là, par conséquent, n° — ÿ/8c. 


9. Deux triangles ABC, A B'"C' ayant un sommet commun A 
et les côtés opposés égaux et parallèles, si la médiane AM du 
premier triangle est perpendiculaire à la bissectrice de l’angle 
B'AC" et égale en grandeur à la moyenne proportionnelle des 
côtés AB’, AC”, la médiane AM' du second triangle sera per- 
pendiculaire à la bissectrice de l'angle BAC et égale en gran- 
deur à la moyenne proportionnelle des côtés AB, AC. 

Mèmes notations qu'à l'exercice précédent. L'hypothèse donne ici 
n = p'et M ——52'c', et l’on en conclut w'?= — sc. 


10. Deux triangles ABC, AB'C' ayant la bissectrice des angles 
en À commune en direction, et les grandeurs des produits 
AB.AC, AB’. AC étant égales, si la médiane AM du premier 
triangle est perpendiculaire et égale à la demi-base M'B' du 
second, la médiane AM" du second sera perpendiculaire et égale 
à la demi-base MB du premier. 

Mèmes notations qu'aux deux exercices précédents. L'hypothèse 


est ici Bc = B'c', avec m? = — n°”, et l’on en tire m'?=—p?. 


11. Soit, sur un plan, G le barycentre d’un système de poids 
Rien placés aux points A1,A»,..., A, respectivement; 
O étant un point quelconque du plan, et s représentant la 
SOMME 4 + A +...—+ An, démontrer qu’on à 


I N7 I 
or20G — DS ur STIOA LL — TN or? À Ay. 
2 SUP TRE k 53 LES k À! 


La formule qui donne le point G étant 


S0G = a, OA, + a OA, +...+ x, OA,, 


EXERCICES. 07 


si l’on se rappelle que le carré d’une droite quelconque MN a pour 
expression MN cj. MN, la relation en démonstration se réduira à la 
vérification d’une identité qui s’obtiendra par un calcul assez simple. 


12. Soit O un point intérieur à un triangle ABC. Démontrer 
2 
qu’on a 


e OA.BC ne. OB.CA Ne OC.AB 
ô HnLBOG= BAC). © sin(COA — CBA) o sin(AOB= AC) 











En-posant gr. OA = p, gr. OB = g, gr.OC = r, BOC — BAC = x, 
et désignant par @, b, c les longueurs des trois côtés, on a 


__bq OG.AB 
7 rc OB.AC 


ex 


Si l’on appelle s,, s,, s, les aires des trois triangles OBC, OCA, OAB, 
FORT 


; € 
le calcul de sin & = == donne alors 
21 


24ap abc.pqr 








SIT DES EE "TES, TS, 


expression dont la forme symétrique démontre le théorème proposé. 
Interpréter les résultats pour un point quelconque du plan. 


13. La somme des puissances d’un point quelconque par rap- 
port aux circonférences décrites sur les trois côtés d’un triangle 
comme diamètres est égale à la somme des puissances du même 
point par rapport aux circonférences décrites sur les trois mé- 
dianes. 


Ce théorème est une conséquence directe de la relation générale 
u É D à 
MOREL PEL oh. Pa, ni + 1), 


qui se déduit immédiatement des formules du n° 53. 


14. La somme des puissances d’un point quelconque par rap- 
port aux circonférences décrites sur les quatre côtés d’un qua- 
drilatère comme diamètres est égale à quatre fois la puissance 
du même point par rapport à la circonférence ayant pour dia- 
mèêtre la droite qui joint les milieux des diagonales. 


« 


Solution analogue à celle de l’exercice précédent. Corollaire relatif 
au cas où le point est situé sur la circonférence ayant pour diamètre 
la droite joignant les milieux des diagonales. 
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15. La somme des puissances des trois sommets d’un triangle 
par rapport aux circonférences décrites sur les côtés opposés 
comme diamètres est égale à la demi-somme des carrés des 
côtés. 

On appliquera la relation Va, B) = P(a—6 56), ®, repré- 
sentant la puissance du point C. Cette formule est d’une vérité 
presque évidente. 


16. Déterminer le lieu géométrique des points dont la somme 
des puissances, par rapport à plusieurs circonférences données, 
est constante. 


En prenant pour origine le barycentre G des centres des circon- 
férences données, et en employant les relations déjà indiquées ci- 
dessus, on reconnait que le lieu cherché est une circonférence de 
centre G. 


17. Soient trois circonférences, de centres G1, C2, G3; soient O 
leur centre radical et M un point quelconque du plan. On pro- 
pose de démontrer que les différences des puissances de M par 
rapport aux trois circonférences sont respectivement propor- 
tionnelles aux projections des côtés du triangle G; G; G3 sur la 
droite OM. 


En prenant O pour origine, on trouve, en effet; que ces différen ces! 


de puissances ont pour expressions 2 gr.OM gr. C C», …, en appelant 
Ci, Co, C3 les projections des points C,, C,, C, sur OM. 


18. Exprimer l'aire d’un triangle au moyen des coordonnées 
rectilignes de ses sommets. 
On remplacera toute droite OA par æ + 7e, 0 étant l’angle des 


axes, æ et y les coordonnées du point A, et il suffira ensuite d’ap- 
pliquer les formules du n° 54. | 


Il est facile de déduire de 1à l'aire d’un polygone quelconque en 


fonction des coordonnées de ses sommets. 


19. Si plusieurs droites de même origine PA;; PA», ... ont 
pour somme PS, le moment de PS par rapport à un point O 
quelconque est égal à la somme des moments de ces droites par 
rapport au même point. 

Le moment d’une droite PX par rapport à O étant, au facteur 2 
près, exprimé par l’aire du triangle OPX, la proposition devient à 
peu près évidente au moyen des relations du n° 54. 


i EXERCICES. 29 


20. Trouver la somme des sinus ou des cosinus d’un certain 
nombre d’arcs en progression par différence. 


@, à +0, ..., &« + (7 —1)0 étant ‘les arcs dont il s’agit, on fera la 
somme des termes de la progression par quotient 


e*, et+0 Re. et+te—1)0 


En mettant cette somme sous la forme À + Bz, À sera évidemment 
la somme des cosinus et B celle des sinus (59). 


21. THÉORÈME DE MoivRE. — Soit une circonférence O de 
rayon 1, divisée en 272 parties égales, aux points A6, A4, ..., 
Asm1, et B un point quelconque du plan. Joignons AB, 
AB, ..., À»-_1B, et OB qui coupe la circonférence en C. 


a 
Nommons es rot Dr" larlongueursOB:,.ettys, y1, 


Yam—1 les longueurs des droites A5B, AB, ..., Asm-1B. 
On aura les deux relations 


A Jin) 2 COSA HT, 


D Jon 1) 0-2" COoSQ + I. 


Ces-deux propriétés sont des conséquences bien faciles de la réso- 
lution de l’équation binôme (35). Si nous prenons en effet l’équa- 
tion x 71 — 0, elle se décompose en x” — 1 = 0, x" +1—= 0. 


Les racines de la première sont 1, 820, ..., e2(#—00 et celles de la 

T 

seconde €, e30, ..., «(2-10 en posant 0 — —. Prenant OA, pour ori- 
m 


gine des inclinaisons, les racines de x”? — 1 — o seront donc 4,, 43, ..., 
2 . CT 
Ao(m—1)> t l’on aura l'identité 


OA) (x — 4) 0x — A(s1)) 
NS nn At A, 
| Li 
quel que soit OX. Remplaçant OX = x par OB = ze”, et égalant les 
grandeurs des deux membres, on a la première relation demandée. 
De même pour la seconde, en partant de x” +1= o. 
Il ést difficile d'imaginer une démonstration plus simple et plus 
naturelle du théorème de Moivre. 


29, Les données étant analogues à celles de l'exercice précé- 
dent, mais la circonférence étant supposée divisée en 477 parties 
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égales, en A9, A1, ..., Aym-1, On aura les quatre relations 
(YoYaY8 -:- Yim—1 )}? = TM — 2zMcOSa FA, 


(195 .…. Vim=3 )? = dm __ 9m sin x + x 


(YaYs *:. Vim-a) = 21m 27m COS PA, 


(Y377 s.. Vim-1) = T0 Fam sinx + I, 


Cette généralisation du théorème de Moivre se démontre d’une façon 
tout à fait analogue, en décomposant le binôme x‘*” — 1 en ses fac- . 
teurs X"—7, x — 7, x" y, x" — 7, 








SECONDE PARTIE. 


APPLICATIONS DES ÉQUIPOLLENCES. 


CHAPITRE T. 


PROCÉDÉS GÉNÉRAUX. 


Marche générale à suivre pour la solution d'une question. 


61. On a pu reconnaître que le calcul des équipol- 
lences n’est autre chose que l’Algèbre des faits géomé- 
triques du plan. Pas plus que pour l’Algèbre ordinaire, 
iln’estdonc possible de donner un procédé constant pour 
obtenir la solution d’une question proposée; mais on 
peut du moins fournir quelques indications générales, 
propres à faciliter les applications qui doivent venir 
ensuite, sauf, bien entendu, en ce qui touche la théorie 
des courbes, auxquelles un Chapitre spécial est réservé. 

Les questions qui se présenteront consisteront géné- 
ralement, soit dans la démonstration d’une vérité géo- 
métrique, soit dans la recherche de certains éléments 
inconnus au moyen d'éléments connus. 

Dans l’un comme dans l’autre cas, 1l s’agira tout 
d’abord de mettre le problème en équipollence, en écri- 
vant les relations que fournissent les données. Cela fait, 
par des transformations convenables de calcul, au moyen 
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des règles que nous avons exposées, nous transforme- 
rons ces équipollences de manière à mettre en évidence 
l'objet de notre recherche. 

Dans ce travail des transformations d’équipollences, 
qui peut être plus ou moins compliqué analytiquement 
suivant les cas, les considérations géométriques nejouent 
plus aucun rôle. Nous les introduisons au début dans 
les données; nous aurons à les examiner dans les résul- 
tats, en interprétant ceux-ci; mais, dans l'intervalle, elles 
disparaissent, et c’est là un des plus grands avantages 
de la méthode, pour deux raisons faciles à comprendre. 
La première, c’est que nous suivons des règles de calcul 
fixes, invariables, qui dispensent lesprit de toute étude 
spéciale des conditions de la question, ce qui n’a pas 
lieu en Géométrie. La seconde, c’est que, les règles éta- 
blies étant générales, les transformations de calcul se 
trouveront indépendantes de telle ou telle situation par- 
uculière des figures, si bien que souvent même on n'aura 
pas besoin de tracer celles-ci; on sait qu'au contraire, 
dans les solutions purement géométriques, il faut parti- 
culariser, et que l'extension au cas le plus général 
d’une solution trouvée avec une disposition particulière 
des figures nécessite souvent une discussion délicate et 
laborieuse. 

Enfin, lorsqu'il s’agit surtout d’un problème propre- 
ment dit, si une droite inconnue x est obtenue, une fois 
les calculs faits, au moyen d'opérations indiquées, à 
effectuer sur des droites données 4, B, €, ..., ces opé- 
ralions répondront à des constructions géométriques 
bien définies. Par conséquent, la forme même de la so- 
lution x —f(4,8,c, ...) nous donnera un procédé gra- 
phique pour obtenir la solution désirée. Ce procédé, le 
plus souvent, égalera ou même surpassera en simpheité 
et en élégance ceux que donnerait la Géométrie pure. 
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Emploi de l'élimination. 


62. Il peut arriver fréquemment que le problème ne 
soit pas immédiatement réductible à cette forme simple 
x—/f(4,8,C,...), et que plusieurs inconnues soient 
engagées dans les équipollences qu'on a dû écrire. On 
sera conduit alors à l'emploi de l'élimination, qui pré- 
sentera exactement les mêmes difficultés que dans PAI- 
gèbre ordinaire, et sera soumis aux mêmes principes. 


Emploi des équipollences conjuguées. 


63. On a pu remarquer qu'une équipollence équi- 
vaut en réalité à deux équations algébriques. Si la quan- 
tité qu'on cherche est essentiellement algébrique par 
sa nature, elle ne sera donc pas explicitement mise en 
évidence par l’équipollence qui la contient. Mais on 
pourra la faire apparaître par l'emploi de l’équipollence 
conjuguée (46). Entre ces deux équipollences on élimi- 
nera l’inconnue qu'on voudra, de manière à ne garder 
que celle qu’on désire. 

Comme exemple très simple, SOI X— ZT + Yi re 





et admettons qu’on ait x — A; On aura aussi C]J.x 





e rte . Ho ACESCIIX 
Si nous désirons obtenir HA TQUSIECTIIONS TE res 
2 





= CI.A Er  — 
y sera donné par —L A DODATON A CR A Met OO TarEla 


relation 25° — Vies 
C]. 1 


Mais on peut souvent se dispenser de cette élimina- 





uon. C’est ainsi, par exemple, qu'ayant mis x sous la 
forme «a + bi, nous pourrions, si nous désirions obte- 


: + TP à de b 
nir 6, écrire immédiatement tang ( Re 
; C 
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Méihode de décomposition. 


64. Une méthode que nous aurons très fréquemment 
occasion d'employer repose sur la décomposition pos- 
sible d’une droite suivant deux directions données (12). 
Si une telle réduction est possible dans l’équipollence 
finale à laquelle conduit une question, et de telle façon 
que cette équipollence soit de forme linéaire, 


uAB + pCD = 0, 


il en résulte, d’après un principe établi plus haut (2#), 
qu'on a séparément 


Uæ0, V0, 


Ces deux équations contiendront les éléments des fi- 
oures étudiées, w et # étant fonctions de ces éléments, et 
l’on arrivera ainsi à établir les propriétés demandées ou 
à trouver les éléments que l’on cherche. 

Il est essentiel de remarquer encore une fois qu’il n’y 
a pas de procédé infaillible à recommander et qu’une 
crande part est toujours laissée à la sagacité, soit dans 
la mise en équipollences, soit dans les transformations 
de calcul. C'est ce qui a lieu dans toutes les branches 
de la Science; et l'emploi des coordonnées lui-même, 
malgréson caractère théorique de grande généralité, peut 
conduire, pour la même question, à des calculs inextri- 
cables ou à des solutions fort élégantes, selon le choix 
qu'on fait des axes et l’habileté avec laquelle on établit 
les conditions du problème. 


Construction de quelques équipollences types. 


65. Ilest bon de placer ici la construction de cer- 
taines équipollences d’une grande simplicité, qu'on ren- 
contre à chaque instant dans les applications, et qu'il 
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importe en conséquence de se rendre absolument fami- 
lières. Nous nous abstenons à dessein d'employer ici des 
figures, de crainte de particulariser des solutions entière- 
ment générales. Le lecteur pourra dessiner lui-même les 
figures dans toutes les hypothèses possibles, afin de 
mieux s’assimiler les solutions. Il nous semble suffisant, 
d’ailleurs, d'indiquer celles-ci de la manière la plus som- 
maire, car elles constituent de simples applications des 
principes exposés dans la première Partie. 


66. Soit l’équipollence ze“ AB — CD. On cherche 2 


et u. 
Si l’on mène AE — CD, on aura 


__ gr. AE 


PME ; u — ang. BAE. 





A 
52 


Il est évident qu’on aurait aussi la solution — 3 et 
HT O0: 


67. Soit l’équipollence zAB + y CD — OH. On 
cherche x et y. 

Traçons OE— AB, OF — CD, et sur ces deux direc- 
tions construisons le parailélogramme OPHQ. On aura 


1515 vrai) 
ROC 6}: ÉNR ét 6) 


Ces quantités x, y peuvent être positives ou négatives. 


68. Soit l’équipollence et AB + y CD — OH. On 
cherche w et y. 

Menons par H une parallèle à CD. Coupons-la par 
un arc de cercle de centre O et de rayon égal à gr. AB. 
Soit K le point d’intersection; traçons enfin OE — AB. 


On aura 
CN 
Ha gr. CD 





u — ang.EOK, 
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Il pourra y avoir deux positions pour le point K, une 
seule ou pas du tout, suivant les données de la figure. 
Delà deux systèmes de valeurs de w et de y, qui peuvent 
se réduire à un seul ou disparaître. Dans ce dernier cas, 
l’équipollence est impossible. 


69. Soit l’équipollence et AB + & CD — OH. On 
cherche w et 6. 

Construisons sur OH comme base un triangle OKH 
dont les côtés soient gr.AB et gr. CD. 

Les angles formés par les côtés de ce triangle avec les 
directions AB et CD seront w et +. 

Il peut y avoir quatre solutions, et l’équipollence est 


impossible lorsque gr. OH => gr. AB + gr.CD. 


70. Soit l’équipollence et“AB + e-2 CD = OH, à la- 
quelle on est assez fréquemment conduit. Il n’y a qu’une 
seule inconnue. On pourrait résoudre cette équipollence 
à la manière d’une équation du second degré; mais il 
sera préférable de la traiter comme celle du numéro 
précédent; w et — uw seront considérées comme deux 
inconnues distinctes. 

IL est clair qu’alors on devra choisir, parmi les quatre 
solutions, celles qui vérifient l’équipollence. Si l’on se 
donnait arbitrairement AB, CD, OH, l’équipollence se- 
rait en général impossible. 


Construction des racines d’une équipollence du second degré. 


71. Supposons qu’une équipollence générale du se- 
cond degré soit mise sous la forme 


OX2 +. OP.OX + OQ?2— 0, 


que nous supposons homogène pour que les racines 
soient des droites. 
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En la soumettant aux mêmes transformations qu’en 
Algèbre, nous trouvons immédiatement 


(OX +LOP)= VIOP?: 00. 
Posons (fig.16) —10P—OG et OQ'—— O0; 


alors on a sous le radical 
D 00 06 700) (06 — 00!) = 0G.0'G = GQ.60! 
et l’équipollence devient 
GX = /GQ.GQ". 
La résolution graphique en sera donc obtenue immé- 


Fig. 16. 





x" 


diatement par la construction (33) de la moyenne pro- 
portionnelle entre GQ et GQ'; on obtient deux solu- 
uons GX/, GX”, égales en longueur et directement 
opposées. 


On a 
OX'+OX"——OP et  OX'.0X’= 00! 
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de sorte que OQ est la moyenne proportionnelle de 
OX! et OX’. 

Tout ceci est susceptible d’interprétations géomé- 
triques qui se présentent d’elles-mêmes. En se repor- 
tant à la 3. 9 du n° 33, si l’on appelle G le milieu de 
AB, et si l’on joint GM, GM', on voit: 1° que la lon- 
gueur GA est moyenne proportionnelle entre les lon- 
gueurs GM, GM'; 2° que AB est bissectrice de l’angle 
MGM. 


Nous nous bornons ici à ces simples remarques. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE I. 


1. Construire un pentagone, connaissant les milieux des dia- 
gonales. 

Il suffira de résoudre le système d’équipollences x + z = 24, 
v+u—25#, .... La solution donne une construction géométrique 
des plus simples. 


2. Construire un polygone de x côtés, connaissant les points 
qui divisent z côtés ou diagonales dans des rapports donnés. 


C'est une généralisation de l’exercice précédent. Le problème est 
ramené à la solution de x équipollences à » inconnues, de la forme 


mx +pPY= A; 


3. Soient A;A2... A», et B1B2... B, deux polygones ré- 
guliers de nr côtés, inscrits dans deux circonférences concen- 
triques; P un point de la circonférence (A) et Q un point de 
la circonférence (B). Démontrer qu'on a 


(gr. QA1}} + (gr. QAs} +...= (gr. PB;} + (gr. PB, +... 


Posant P — ae, Q — be et représentant l’un quelconque des. 
points À par ae et l’un quelconque des points B par bef, on formera 
l'expression QA cj.QA, et l’on reconnaîtra que la somme de ces ex- 
pressions est n (a? + b?), parce que Ze — 0, Ze* — 0, les polygones 
étant réguliers. 
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4. Trouver la différence entre les deux sommes de carrés 
indiquées dans l’exercice précédent, lorsque les deux circon- 
férences ne sont pas concentriques. 


Calcul analogue. On trouve, pour cette différence, l'expression 
2nc(acosa + b cosf), 


c étant la distance des centres. 

On remarquera, dans ces deux exercices, qu’il n’est pas nécessaire 
que les polygones soient réguliers. Il suffit que les barycentres de 
leurs sommets soient respectivement situés aux centres des circon- 
férences dans lesquelles ils sont inscrits, pour que les propriétés sub- 
sistent. 


5. Deux triangles symétriquement semblables ABC, A'B'C' 
étant donnés, on prend les points milieux P, Q, R des droites 
AA’, BB’, CC’; déterminer l’aire du triangle PQR. 


On a 
2 PQ = AB + A'B, 2 PR = AC + A'C; 


et, en calculant l’aire de PQR, il en résulte, si l’on tient compte de la 
relation de similitude (51), 


airePQR = +(s+s"), 
en appelant s et s’ les aires des deux triangles donnés, en grandeurs 


et en signes. 


6. Même problème, en supposant que les points P, Q, R 
divisent les droites AA’, BB", CC’ dans un même rapport donné. 
différent de À. 

Calcul et solution analogues. 

1. OX, OY, OZ, ... étant des droites de même origine, 
ramener l’équipollence linéaire 

OX +yOY +z0Z +...—0 
à la forme binôme. 


On décomposera pour cela chacune des droites suivant deux direc- 
tions différentes OA,, OA,, si bien qu’on aura 


OX = x, OA, +x,OA,, 


Les droites OA,, OA, étant absolument arbitraires, cette décompo- 
sition pourra faciliter beaucoup la solution de certains problèmes. 


8. Construire un triangle, connaissant les longueurs de deux 
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côtés AB, AG et d’une droite AD qui divise le côté BC dans un 


rapport aonne De m. 


On trouve trés facilement AB — (m +1)AD — mAG, ce qui est 


une équipollence de la même forme que celle du n° 69. 


9. Donner la solution et la construction de l’équipollence 
bicarrée. 


On suivra la même marche qu’au n° 71. La disposition géomé- 
trique des extrémités des racines est digne de remarque. 
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CHAPITRE IT. 


EXERCICES DIVERS. 


Applications du procédé de décomposition. 


72. Tuéorime. — Les trois médianes d’un triangle 
se rencontrent en un méme point. 


Soient ABC le triangle, AA’, BB, CC! les trois mé- 
dianes. Posons AB — 8, AC = c. Si Gest le point de 
rencontre de AA! et BB', on a 


LEE NN RE 





) BG=yBB'=y (T2). 
Donc 
Dre Roy (uen 
ET ri D » ) 
ce qui donne 


= LT Y — 


ro 
. 


T 
PACE: 


La symétrie du calcul prouve qu’en cherchant la ren- 
contre de AA’ et CC on aurait encore trouvé x — :. 
Donc on n’a qu'un seul point G. 

Ce point est le barycentre des trois points A, B, C, 
lequel n’est autre, comme on sait, que le barycentre de 


l'aire du triangle. 


13. Prorzème. — On prolonge les côtés AB, BC, 
CA d’un triangle (fig. 17) en BC, CA’, AB’, ces lon- 
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gueurs étant proportionnelles à celles des côtés, res- 
pectivemeni. Trouver les intersections À;, B;, Cu des 
droites AA, BB', CC! entre elles. 


Fig. 174 





BC CARLA EE 
DO 3 — BG — CA — 4. 

Posons CA — 4, CB —#. Alors 
CA'=— KB, A'A =kB+a, CB'=(1+4#)a, BB'=(1- HA. 


BC AC: 
Faisant = — x, ax —J' l'équipollence identique 


CB-+ BC, — CA + AC, deviendra 
B+æ[(i+k)a—B]=4a+7y(X8 + A); 
d’où, égalant les coefficients de 4 et de B, 


T(i+4)=1+ 7, 12 = 00 


PAU MATE + K 108 

CNRS ER RCE 
le rapport <= HE est évide nt 1— ZT — RER 
BE BB’ A EAARE TT HAS 
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On a donc, par raison de symétrie, 








PAR ANAIC DAS 2 

BRHAAMOCUN. AA TR ar 
BAR AB, BC . k : 
RUB CO rer 


De là encore cette conséquence 


DR OUR A D 


ARR; C0 CA: 
Nous laissons au lecteur le soin dela discussion, selon 
les diverses valeurs positives ou négatives de k. 


74. Taéorëme. — St par un point quelconque E 
(fig. 18), pris à l’intérieur d’un parallélogramme 
ABCD, on mène des parallèles HG, FK aux deux 
côtés, les trois diagonales AC, FG, HK concourent en 
un méme point. 





Dent AP — 5, AD—D AH = hp: 
On a 
AL = AF + FL ou æ AC = AF + yFG, 


c’est-à-dire 


æ(B+D)=fR+7y(B+ AD —fB). 
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De là 
: F h 
T=f +y(i—f), æ— hy, = 
La symétrie de cette valeur en f et À prouve qu'on 
trouverait la même expression en cherchant l’intersec- 
tion de AC et de HK, ce qui démontre la proposition. 


75. Taéorkme. — Les milieux des trois diagonales 
d’un quadrilatère complet sont en ligne droite. 


Soit (fig. 19) ABCDFH le quadrilatère. 


Fig. 10. 
A 





Posons AB—#, AF—/fs5, AD—5n, AH= An. On 
a (17), C étant sur chacune des droites BH, DF, 


AGC=c=xB+(1—x)hp=7yD+(1—-7)f8. 


De là 
æm=(1—-y)f, y=(i1—-x)h, 


et c peut s’écrire encore 
C—2ZB+YD—=(1—Y)fB+(1—x)hp. 
Or les milieux I, K, L des diagonales sont donnés par 


AT D, AK = “—, AL. = TPS 


2 
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De là 


KI = 1[(&—:1)8+ (y —1)0] = —1(%5+°20) Il fy8+ hkxp, 


LI — +(— 78 — hkæx»), 
d’après les relations qui précèdent. 
Par conséquent, KI || LI, ce qui montre bien que les 
trois points K, L, I sont en ligne droite. 


16. Taéorëme. — Les bissectrices des angles exté- 
rieurs d’un triangle rencontrent les côtés opposés en 
trois points situes sur une méme ligne droite. 


Soient ABC le triangle, «, b, c les longueurs de ses 
côtés, AA la bissectrice extérieure de l’angle A, ter- 
minée au côté BC. Prolongeons BA d’une longueur AD 


égale à AC. Alors AD — © BA, AA/—z{AC +? BA), 
N ; 
et nous avons 


BA =MBC= BA +æ (ac + ; BA) 


-parafnoe(s)ral. 


Donc, BA'— ee ‘—; BC: Par symétrie, CB'=— — - CA, 
AU — LE AB. Par conséquent, 
0 ap CA, ac 42% ap 
e — 0 a — cC b—a 


Donc 
(c— B)AA'+(a—c)AB'+(b—a)AC'— 0, 


et comme la somme des trois coefficients est nulle, il 
s'ensuit (17) que les trois points A’, B’, C’ sont en 
ligne droite. 
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. Constructions de triangles. 


77. Construire deux triangles directement sem- 
blables dont on donne les bases, sachant qu'ils ont 
méme somme. 


Soient AB, A’B' (Jig.20) les deux bases données, 
X le sommet commun inconnu. On a (32) l’équipol- 


lence 
DA XA' X A!" AA 


AB A PR A TDES 
qui donne résolue, par rapport à XA, 


AB.AA 


KART R 





Construisons B'D — BA. Alors 


; AB.AA' XA AA' 
RÉ FAT COLA TES 


etil est clair que les triangles A'DA, ABX sont direc- 





tement semblables ; d’où une construction des plus 
simples pour le point X. 
On remarquera que si les deux triangles XAB, XA'B’ 


>» À 
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sont semblables, il en est nécessairement de même pour 


les triangles XAA’, XBB. 


18. Construire deux triangles symétriquement 
semblables dont on donne les bases, sachant qu’ils 
ont même sommet (fig. 21). 


Conservons les mêmes notations que dans le numéro 
précédent. La question se réduit encore à la détermina- 
tion du sommet commun X. Orona(ôl) 

AX  cjA'X 


Nous avons donc aussi (46), l’équipollence conjuguée 


A'B'cj AX — cj AB(AX — AA'). 





L’élimination de ce] AX entre ces deux relations nous 
donne 


AX(AB cj AB — A'B'cj A'B') — AB(AA'cj AB + A'B'cj AA). 


Pour simplifier les constructions, prenons AA’ pour 
origine des inclinaisons. Alors AA’— cj AA’, et il vient 


AX (AB cj AB — A'B’cj A'B') = AA’. AB(A'B'— cj AB). 


« 
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Menons AD — A’B', puis formons le triangle ADH 
symétriquement semblable à ABD. Alors 


cjAH _ AD 
cjAD AB’ 


. su ADcjAD  A'B'cjA!B! 
JAH ES CEE 





et l’équipollence se réduit à 
AX(cj AB— cj AH) — AA'(A'B'+ cj AB). 
Enfin, menons ÂÀE — — cj A'B/, et nous avons 


LINE ee AX  cjBE 
c'est-à-dire que le triangle AA’X est symétriquement 
semblable à BHE. 


Nous laissons au lecteur le soin d’effectuer les con- 
structions, qui n’offrent aucune difficulté. 


79. Construire un triangle ABC (/ig. 22), connats- 
sant la base AB, l’angle ABC et sachant qu'entre les 


Fig. 22. 





longueurs a et b des côtés BC, AC il existe la rela- 
tion a = l+ pb. 


La direction BC est connue. Portons, sur cette droite 
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indéfinie, BL, de longueur {, puis LP de longueur p. 
On aura évidemment 


BC = BL + LP, LU DE LA — bLP + CA. 


Or, en appelant 8 l’inclinaison de CA, CA — bel. Donc 
LA — b(LP + &). 

Par conséquent LP + e8 || LA. Mais, si du point P 
comme centre nous décrivons une circonférence de 
rayon égal à l’unité qui coupe LA en K, il vient 


LK = LP + PK = LP + es || LA. 
Donc 0—= $, ou PK || CA, ce qui résout le problème. 


Il peut y avoir 2, 1 ou o solutions. 


80. Construire un triangle ABC (jig. 23), con- 
naissant les longueurs de deux côtés AB, AC, et de 
la bissectrice AD de l’angle A. 


bc er AG Db,gr AD— 4, A— 2%. 


Prenons À pour origine des droites, AD pour origine des 


Fig. 235. 





C 


inclinaisons. Alors AD — d, AB—cet, AC—bet. Ex- 
primons que les points B, D, C sont en ligne droite, en 
écrivant 


AC=ZxAB+(1—-x)AD ou be-t— cret+(1—x)d. 


L'équipollence conjuguée est bet—cxe*+{(1—x)d. 
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De là, par soustraction, puis divisant par e*—e%, on 


: b 
re æ—— =: Remplaçant x par cette valeur dans la 
première équipollence, 
Cc(EX+ sa) — due d. 


Le premier membre représente le double de la pro- 
jection de AB sur la bissectrice. On l’obtient ainsi par 
une construction des plus simples, ce qui détermine le 
triangle. 


0 
Remarque. — La valeur x — — à ci-dessus donne 
db’: 0 b: CL 
V2 es CORÉEN: CRT 


on rencontre doncincidemment la propriété bien connue 
qui caractérise la bissectrice. Il serait aisé de l’étabhr 
directement, ainsi que la propriété de la bissectrice de 
l'angle extérieur. 


81. Construire un triangle ABC (fig. 24), con- 


Fig. 24. 





naissant les longueurs de deux côtés AB, AC et les 
positions de deux points F, D, divisant les côtés AB, 
BC dans des rapports donnés. 
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Soient 
: D 
grACG = 6, HAP Er. grFB—=Zg, ——m, 
iACAG —6, inc AB =. 
Alors 
D DEP AR — fe, FB—$ey, DC — mBD. 
On tire très facilement de là, en remplaçant AC par 
FC — FA, DC par FC— FD, et BD par FD — FB, 
beB+ (mg —feY=(m+1)FD. 
Si nous construisons FK — (m+1)FD, puis si nous 


formons le triangle FHK, dont les côtés FH, HK aient 
pour longueurs respectives mg — f et b, il est évident 


que FH aura la direction de AB, et que HK — AC. 


82. Construire un triangle XYZ (fig. 25), direc- 
tement semblable à un triangle donné PQR, et dont 
les sommets soient à des distances données d’un 


point ©. 





Soient grOX — a, grOY — b, grOZ — c. Il est évi- 
dent qu’on peut prendre à volonté le point X sur la 
circonférence de centre O et de rayon a. Ceci fait, nous 

6 
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avons (32) 
c’est-à-dire 


d’où 
OX.QR + OY.RP + OZ.PQ = 0, 


nouvelle forme remarquable de la similitude des deux 
triangles. 
Si nous formons le triangle OXK directement sem- 


blable à RPQ, nous avons D — » et l’équipollence 


précédente devient 


KO + OY + OZ = 5210 


Ex PQ 
T 

si bien que YK — OZ RP” 
Dans le triangle KOY on connaît la base KO, et les 
longueurs des deux autres côtés, savoir grOY = b, et 
ES PQ gr PQ 

gr OZ Rp —c gr RP 
nt KOY, et le problème est ainsi résolu. 


On peut donc construire ce 


Comme on peut former le triangle de part et d’autre 
de la droite KO, il y a deux solutions. 


La condition de possibilité est évidemment que cha- 
cune des trois quantités 


agrQR, bgrRP, cgrPQ 


soit plus petite que la somme des deux autres. 


83. Construire le point X d’où l’on voit sous des 
angles donnés les côtés d’un triangle donné ABC 


(Ag. 26). 
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Les équipollences du problème sont . — yer, 
e — 3€8. Remplaçant XB par XA + AB, XC par 


XA + AC, puis éliminant XA, on obtient sans peine 
ze BA + yey AC — BC. 


S1 nous formons les angles ABU, ACU respective- 
ment égaux à AXC, AXB, nous aurons ainsi 


BU — ze8 BA, CU= HET CA, 





et 1l suffira ensuite de former le triangle ACX directe- 
ment semblable à AUB pour obtenir le point X. 

La solution graphique est notablement plus simple 
que celle qu’on aurait au moyen des segments capables. 


84. On donne trois points À, B, C. Trouver la 
base commune des trois triangles AXY, BXY, CXY, 
connaissant les différences de leurs angles aux som- 
mets À, B, C, ainsi que les rapports entre-les rap- 
BX CX 


ts de leurs côté NÉE o 
ports e Leurs COiCS SLA VE ST By’ CO Y 


Les conditions du problème sont totalement expri- 
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mées par les deux équipollences 


AX.BX _ AX.CY 
AY,BX ONE 
u et y étant deux rapports géométriques donnés. 
Prenons À pour origine des droites; nous avons 


10 dead. EC X(Y— 0) 
Y(X—B) ‘7  Y(X—c) 


\ 


Eliminant y entre ces deux équipollences, on obtient 


_ (v — u)rC 
(Ve L)B CHR 


Construisons maintenant les points N, M, tels que 
l’on ait 


uns \ —…. 





CN CN BM B—M 
Le —— = VE = ———— 
CA 0 + BA B 
La droite x ou AX prend la forme très simple 
MC — NB 

M—N 





Construisons les triangles ACR, ABS directement 
semblables à MNB, NMC, chacun à chacun. Cela nous 


donnera 








R BA S CN 
= Le} Mes ? — = ? 
C NM B MN 
MC — BC BC — NB 
EDS € Do ns 
Me=R MEN 


d'où x = R +5, c’est-à-dire AX — AR + AS. 
On obtiendrait Y par des constructions tout aussi 
simples. 


89. Construire un triangle ABX connaissant : 1° la 
base AB; 2° le rapport ou le produit des deux autres 
côtés; 3° la différence ou la somme des deux angles 
à la base. 
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Cet énoncé donne lieu à quatre problèmes différents, 
qui devront se résoudre au moyen des quatre équipol- 
lences 


: AXE 
FA Co 

* AX 
ae) c)BX — U, 
(3°) AX cjBX = 2, 
CHA AX.BX — a, 


« étant une quantité géométrique donnée. 

Les cas (1°) et(2°) ont été résolus plus haut (77, 79). 
Le dernier (4°) conduit immédiatement à une équipol- 
lence du second degré (71). 


Bornons-nous donc au troisième. Posons 
AB AD, 


de telle sorte que BAD sera égal à la somme des deux 
angles à la base. 

Prenons À pour origine des droites, AB pour origine 
des inclinaisons. L’équipollence devient 


BRAS AB) AB AD, 
et l’équipollence conjuguée est 
Cj AX(AX — AB) — — AB cj AD. 
Retranchant et divisant par AB, on a 
AX — cj AX — AD — cj AD ou DX= DX, 


ce qui nous montre que DX est parallèle à AB. 
Eliminons maintenant cj AX et nous obtenons 


AX —(AB-+ AD — cj AD) AX + AB. AD — 0, 


équipollence du second degré facile à résoudre (71). 
On trouvera toujours deux points X. Mais si ces 
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points ne tombent pas sur la parallèle à AB menée par 
le point D, le problème est impossible. La condition de 
possibilité est facile à trouver en étudiant la construc- 
tion. 

Il est bon de remarquer, d’une manière générale, 
qu’en combinant une équipollence avec sa conjuguée, 
on peut très bien trouver des solutions qui ne satis- 
fassent plus à la première équipollence. Donc, comme 
dans le calcul algébrique ordinaire, il importe toujours 
de vérifier et de discuter les résultats. 


Propriété du quadrilatère. 


86. De l'identité b(d—c)+d(c—b)+c(b—d)=0o, 
nous concluons (37), quel que soit le point À, l’équi- 
pollence identique 


AB.CD + AD.,BC + AC.DB = 0, 


qui exprime une propriété géométrique du quadrilatère 
ABCD. 

Les trois termes doivent être respectivement équi- 
pollents aux trois côtés d’un triangle. 

Si inc(AB.CD) — inc(AD.BC), ce triangle se ré- 


duit à une ligne droite, ce qui donne 
gr(AB.CD)+ gr(AD.BC) = gr(AC.BD), 


c'est-à-dire que, dans tout quadrilatère dont les angles 
opposés sont supplémentaires, le produit des diago- 
nales est égal à la somme des produits des côtés op- 
posés. 

S1 inc(AB.CD) —inc(AD.BC)=— + 90°, le triangle 
en question est rectangle. On déduit facilement de là 
que la somme des angles BAD, DCB est de 90° ou 270°. 
De là, en appliquant le théorème du carré de l’hypo- 
ténuse, nous tirons cet énoncé : 
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Si la somme des angles opposés d’un quadrilatère 
est de un ou de trois droits, le carré du produit 
des diagonales est égal à la somme des carrés des 
produits des côtés opposés. 


S1 gr(AB.CD)— gr(AD.BC), on a (26) 
inc(AB.CD) + inc(AD.BC) — 2inc(AC.DB). 
Il est facile de donner à cette égalité la forme 
ang BAC + ang CBD + ang DCA + ang ADB — 180°; 


d’où ce théorème : 


St les produits des côtés opposés d’un quadrilatère 
sont égaux, la somme des angles que forment suc- 
cessivement les diagonales avec les côtés, dans un 
_ même sens de rotation, est égale à deux droits. 


Si ang BAC = ang CAD — 60°, et qu’en même temps 
les trois points B, CG, D soient en ligne droite, on recon- 
naît sans peine que le triangle formé par les trois termes 


AB. CD, AD.BC, AC.DB est équiangle. Donc 
gr(AB.CD) = gr(AD.BC) = gr(ACG.DB)); 


c’est-à-dire que, st Les trois droites AB, AC, AD, /or- 
mant entre elles deux angles successifs de 6o°, sont 
coupées par la droite BCD, les grandeurs des trois 
produits AB.CD, AD.BC, AC.DB sont égales. 
Toutes ces propositions sont, on le voit, de simples 
conséquences de l’équipollence identique écrite au 


début. 
Points en ligne droite. 
87. Nous avons déjà (17) exprimé la condition pour 


que trois points À, B, C soient en ligne droite ; si nous 
posons OA — 4, OB—38, OC —c, cette condition s’ex- 
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prime par l’équipollence PA+gB+rcC=0, p, gr 
étant trois coefficients qui satisfont à l’ égalité 


P+qg+r=o. 

Donc, écrivant l’équipollence conjuguée, nous MENU 
que p,q,r satisfont aux trois relations 
p+g+r—=o, 
PA+qB+rc=0, 
PCjA+gCjB+rcJe = 0, 

et, par suite, pour qu'il y ait un système de valeurs p, 

q, r salisfaisant à ces relations, il faut 


I I FO 
A B CG | 
CJA GR TIC 


L 


Nous avons ainsi, sous une nouvelle forme, la condi- 
tion pour que les trois points À, B, C soient en ligne 
droite. 


Droites concourantes. 


88. Cherchons la condition pour que les perpen- 
diculaires aux extrémités des trois droites OA =, 
OB—5, OC—c se rencontrent en un même point. 

Nous aurons les équipollences 


A(I+H TI) =B(1+yti)=c(1+ 31) 
et, par suite, les équipollences conjuguées 
CJA(I— ti) = CjB(1—yi) = cje(1 — si). 
Éliminant æ, y, 3 entre ces quatre relations, il vient 


ACJA(BCJC—CCjB) + BCjB(CCjA —Acjc) 
+ CCjC(ACjB—BCJA) =0, 


relations qui expriment la condition cherchée. 
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On peut évidemment l'écrire 
gr?OA .aire OBC + gr?20B.aire OCA + gr20C.aire OAB — o. 


Mais il est possible aussi de la transformer autrement. 
Si en effet nous remplaçcons BcJc— ccjB, ... par 
Pas EQ1» Ua, il est évident que nous aurons à la fois 


Pi4A+g91B+71C—= 0, 
PiCjA+g1CjB+7r10Cjc = 0, 


PiACjJA+G1BCjB+/710CJC = 0. 
La condition ci-dessus s’écrit donc encore 


A B C | 


Î 


CJ A C]B C]C 
ACTA SNCB 110 C] CR! 
ou 


11 I I 
CLASH CIC 








— 
pi 
em 


Le déterminant que nous avons ici se déduit de celui 
du numéro précédent, en y remplaçant 4, 8, c par 
a cr. de Il est aisé d'interpréter géométrique- 
ment ce résultat. 

89. On peut se proposer de généraliser le problème 
et de chercher la condition pour que trois droites quel- 
conques AA’, BB’, CC' se rencontrent en un même point. 

Soient OA — A, Or (A IPESTE, ANNE BEBE", 
CC'= c'. 

Nous devons avoir 


AA =B+YB—=C+2ZC'; 
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si entre ces équipollences et leurs conjuguées 
CjA+æCjA = CjB+YyCjB = Cjc—+Z%cjc', 


nous éliminons les quantités algébriques æ, y, 3, nous 
obtiendrons la condition cherchée. On trouve ainsi 


(ACjA’— A'cjA)(B" cjc'— c’cj8') 

+ (BCjB'— B'CjB)(c'cjA"— 4’ cj a’) 

+ (ccjo— c’cjc) («'cjB— B'cj A )= 0 
ou 

aire OAA'(8 cjc' — c’ cjB') + aire OBB'(c'cja«'—a'cje) 
+ aire OCC'(4'c;B'— B'cj A") = 0. 
Il est facile de voir qu'on peut encore écrire cette 

condition sous l’une des formes suivantes : 


! 4 ! 


A B C 
EU à 1e à Re | 
CjA CjB Cjc #4, 
aire OAA" aire OBB” aire OCC' 
(a—B)A'cj8’cje + (cjc — cjB)cjA".B'c" 
+(A— c)B'cjc'cjA" + (cjA— cjc)cjB".c'A" 
+(B— A)c'cjA’cjB'+ (cjB— cjA)cje'.A'B' = 0, 


(c— B}a'cjB'cje +(A— c)B'cjo'cja + (B—A)c'cjA'cjB'||c. 


Dans toutes ces diverses formules, il est clair qu’on 
peut multiplier 4’, »', c' par des nombres réels quel- 
conques sans altérer la condition; par conséquent, on 
peut introduire à la place de ces droites e%, ef, e1/, en 
appelant 4’, ©, y’ leurs inclinaisons respectives. Si l’on 
pose en outre grOÂ — a, grOB—=b; grO0tREr 
angOAA'— À, angOBB'— B, angOCC'—=C, la condi- 
tion pourra s’écrire sous l’une des formes suivantes : 

ex ep" D ME 
e—2 “A at CPE à 
asinA bsinB csinC 


BG.e#-ÿ—v' + CA 8-12" + AB .ev——f |] à. 
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On reconnaîtra sans peine que ces diverses expres- 
sions de la condition cherchée se réduisent à celles 
du numéro précédent, lorsque l’on suppose que les 


droites AA’, BB’, CC sont respectivement perpendicu- 
laires à OA, OB, OC. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE II. 


4. D'un point P, pris sur la bissectrice de l'angle À d’un 
triangle ABC, on abaisse des perpendiculaires PA’, PB’, PC 
sur les trois côtés. Démontrer que PA rencontre B'C' en un 
point Q situé sur la médiane issue du point A. 


Prenant la bissectrice pour origine des inclinaisons, on aura 
XP A, AC Der Ab= Cart 
AC' = p cosa.sf, AB'=p cosx.ert, 
et, en écrivant AQ = p + ziBC — p Cos®a + Yi, on trouve 
b—c . 
Y=PyÇsinacosa, 
si bien que AQ a la mème direction que 
(b+c)cosa+(b—c)isinx ou AB + AC. 
2. Un angle constant BAC tourne autour de son sommet fixe 


A ; trouver la position de l'angle pour laquelle il intercepte sur 
un cercle donné dans son plan une corde de longueur connue. 


En prenant le rayon du cercle pour unité et appelant 0 l’angle 
donné, w celui qui répond à la corde donnée en longueur, on voit 
que l’équipollence du problème est 


a+ EeTT0 
= 3 
a + €“ 
On en tire 
I 1 — ze 
— ET — 
a g ed — eu 


équipollence qui se construit en remarquant que la grandeur du 


F … ue EE DUR 
0 
ÿ 
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, I 
premier membre est a ©t que le rapport des deux termes du second 


membre devra être le mème, ce qui permet de résoudre le problème 
par l'intersection d’une circonférence et d’une droite. 


3. Couper un triangle ABC par une droite YZ, de manière 
que les deux parties de ce triangle soient entre elles dans un 
rapport donné, et que la droite qui joint leurs barycentres forme 
un angle donné avec la sécante. 


Prenant À pour origine, soient y — yB, z — 4c. On aura l’équation 


VE, 
et l’équipollence 
B+c—(v-+2) = ue(x—7) 
ou 
(y —1)B+(3—1)c=ue(y8—zc). 
On résoudra le problème en décomposant les droites suivant les di- 
rections B et c par exemple. 


4. Les sommets B, C du triangle ABC sont fixes, et le troi- 
sième se meut sur une droite. Démontrer que les sommets et 
le centre du carré inscrit dont un côté repose sur BC décrivent 
des droites. 


Soient BC = a l’origine des inclinaisons, B l’origine des droites, 
D le sommet du carré situé sur BA, et BD = zA. Alors 


à ŒT(A—CjA) = 2i(1—æ)a; 
et l’on reconnaît alors que, si À est de la forme Pp + 20, x sera de 


I 
la forme ————. Donc 
a+sf 
PH 50 
BD = pb = — 


#. 
a + Z$ 





et par conséquent D décrit une droite. De même pour l’autre sommet 
et aussi pour le centre. 


5. On divise deux côtés opposés d’un quadrilatère en seg- 
ments proportionnels aux côtés adjacents. Démontrer que la 
droite qui joint les points de division est parallèle à la bissec- 
trice de l'angle que forment les deux côtés non divisés. 


M, N étant les points de division des deux côtés AB, CD, on 
trouve, si gr AD = a, gr BC = b, 


{a+ b)MN = aBC + bAD, 
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ce qui démontre la proposition, les deux termes du second membre 
ayant même grandeur. 


6. Si les diagonales d’un quadrilatère se coupent à angle 
droit, les perpendiculaires abaissées du point de concours des 
diagonales sur les côtés rencontrent chacun des côtés et le côté 
opposé en huit points situés sur une même circonférence. 


O étant le point de rencontre des diagonales et ABCD le quadri- 
latère, soient OA = a, OB = br, OC —=—c, OD —— di, OP la per- 
pendiculaire sur AB, Q son point de rencontre avec CD. On obtient 








ab cd 
C3 À 0) 2 OL OQ — (A A 0e, 
Va? + D ac + bd 
Pre abc ; Or 
et la symétrie du produit ———— démontre le théorème. 
ac + bd 


7. Les perpendiculaires élevées aux milieux des bissectrices 
intérieures d’un triangle rencontrent les côtés correspondants 
en trois points situés en ligne droite. 


Si À, est le point de rencontre avec BC de la perpendiculaire à la 
bissectrice issue du point A, on trouve très aisément 


br — cc. 


ASE 
1 bc ? 


et de même pour 8, et c,. De là on conclut immédiatement que les 
points A,, B,, GC, sont en ligne droite. 


8. Soient B', C’ les projections des sommets B, C d’un 
triangle ABC sur la bissectrice de l’angle A. Démontrer que 
les perpendiculaires abaissées de A, B’,| C' sur BC, CA, AB 
concourent en un même point. 


Prenant la bissectrice pour origine des inclinaisons, d’où 
AC — beo, AB Cere, AB'— ccosa, AC'= b Cosa, 


on écrira 
-AB' + æxziAC = yiBC = AP. 


La valeur trouvée alors pour y étant indépendante de b et c, il en 
résulte que le point P est le même pour les perpendiculaires issues 
de B’ et de C’. On trouve ainsi, du même coup, l’expression de la 
longueur de AP. 
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CHAPITRE III. 


APPLICATIONS AU TRIANGLE. 


Formules trigonométriques. 
90. Nous avons déjà vu (43) les expressions du sinus 
et du cosinus d’un angle, que nous rappelons 1c1 : 


; EX —— Ed EX + ea 
SNA = ——— ) COSA = ——:. 
20 2 


On déduit de ces relations la valeur de la tangente 


) 


— gp O 
€ 


a 


o 4 
tang a — mess 
À X + Ta? 


| 1 
)] 


Le 


ces formules ont une grande importance. 


91. Considérons maintenant (fig. 25) un triangle 
ABC, dont les côtés, de longueur &, b, c, aient pour 
inclinaisons 4, 6, y. 

En supposant ces trois inclinaisons rangées par ordre 
de grandeurs, et en appelant À, B, C les angles inté- 
rieurs, nous avons les relations suivantes : 


B—a—r—0cC, 
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L’équipollence BC -- CA + AB — o nous donnera 
(@) aet+ beB+ecY—0, 
c’est-à-dire 
(2) act bea—C+ ceû+B, 
Nous avons en même temps l’équipollence conjuguée 
(a) ae-t — be-4+0 + ce—a-B, 


et de là, en combinant ces deux relations (2) et (3) par 


Higt.27. 





soustraction, puis par addition, 


(4) asina—=bsin(x--C)+csin(x+B), 
a cosa = bcos(x — CG) + ccos(a + B). 


En multipliant (2) par (3) il vient 
(6) a2= b2+ c2+ be(eB+C + e-B-C) — P2+ c2— 2bc cosA. 
Si dans (4)et (5), nous faisons à — o, ces formules 


donnent 


b C 
sin B sin CG 


(8) a = bcosC + c cosB. 








(9 o—=— bsinCG+csinB, 
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Si nous y faisons 4 — À, puis à — » nous avons 


(9) a sin À + csinC = b sin (A — C), 
(10) a cos A — ccosC = b cos(A — C), 








(11) asin — (c—b)sin À = (c— b)c0s 2 














— B AA 
(12) a to88 5 2 C7 LCL (CEE 
2 2 2 
et, en divisant (11) par (12), 
nn nn BL 00 ne CB LCD 40 
GI RE TS TC Fe EU NNS CORRRRE 2. 


On aurait évidemment les relations symétriques, 
obtenues par permutations circulaires; et l’on obtien- 
drait sans plus de peine les autres formules qui servent 
à la résolution des triangles. Mais nous bornons là ces 
exemples, qui ont simplement pour objet de montrer 
combien la seule relauon (1) conduit naturellement et 
avec facilité aux diverses conséquences que nous venons 
d’en déduire. 


Barycentre. 


92. On sait que le barycentre G d’un triangle ABC 
(fig. 28), c’est-à-dire le point de rencontre des trois 


Fig. 28. 
A 


LP G 
médianes, est en même temps le barycentre de trois 


poids égaux placés aux sommets. D’après cela nous 
voyons (19) que ce point G sera donné, quel que soit le 
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point O, par la relation 
(i) O0G=5(0A+OB-+H OC). ou - GA.+ GBC — 0. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce 
point G coupe chacune des médianes aux À de sa lon- 
gueur à partir du sommet correspondant. 


93. Le barycentre G’ du système des poids p, g,r, 
respectivement placés en À, B, C, serait obtenu par 
l’équipollence 


(p+g+r)0OG = pOA + gOB + rOC, 
ce qui donne aussi la formule 
pGA—+qGB+rGC=0. 
S1 nous plaçons O en B, il vient 
(p+g—+r)BG = pBA + rBcC. 


Mulupliant cette équipollence par ej BG, puis la retran- 
chant de l’équipollence conjuguée, on obtient 


(p+g—+r)aireBG C — p.aire BAC, 


et l’on aurait deux autres expressions symétriques. 
Donc les aires BGC, CG A, A G'B sont proportion- 

nelles aux poids p, qg, r. Pour le point de rencontre des 

médianes, considéré au numéro précédent, les trois 


triangles BGG, CGA, AGB sont équivalents. 


Cercle circonscrit. 


94. Soient R ( jg. 29) le centre du cercle circonserit 
au triangle ABC, et r le rayon de ce cercle. Appelons À, 
u, y les inclinaisons respectives des rayons RA, RB, RC. 


Nous aurons 


RA = rc, RB = rct, RO = Te 


NI 
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et 
r(eV— el) — BC = act, 


V+U/ V—U U— v 
JET on a 
eV— ete 2? \e 2? —e 2 } — -et, 
r 











V + T+V+{L 
ES Fa se 2 4: 
"2 € BIT é 209 sin € mL 
donc 
(7 TH NS 
27 = ——— et x, 
: VUE 2 
sin 





2 


à la condition toutefois que y— soit positif. Dans le 
cas contraire, On aurait 








On a donc toujours 
MHV=2aTT; 
on obtiendrait de même 
V+À=28—+7r 
et, par soustraction, 
um—À—2(a—f)—20, 


en vertu du n° 91, à une circonférence près. 
En résumé, nous avons les formules 


v—u= A, À—v=—2B, u— À =920C, 
V+HU—=2a—r, À+v=928$—7r, u+À—=92v—7, 


: a b C 
Tr = — = D = — 
sin À sin B sin GC 
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On peut écrire aussi 


a+A=R—B=v +, 
By Ci 
Y+C=u—"A=p+e) 


ce qu'il serait bien facile de vérifier géométriquement. 
Il faui seulement remarquer que les relations entre 
les angles peuvent n'être vraies qu'à des multiples près 
de 27, si bien qu'on n’est pas autorisé à les employer 
dans le calcul sans vérification attentive. Mais on peut, 
en toute sécurité cependant, les multiplier par des 
nombres entiers sans qu’elles cessent d’être exactes. 
L’aire du triangle RAB est ( /2. 29) 
- r2 (EU — eu À) — . sin(1 — À) — . sin 2 C. 


Les aires des triangles RBC, RCA, RAB sont donc 





ie 


proportionnelles à sin2A, sin2B, sin 2C, et par consé- 
quent (93) le centre R n’est autre que le barycentre des 
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poids sin2A, sin2B, sin2C, placés en A, B, C, ce 
qu'exprimera l’équipollence 

1) RA sin2 A + RB sin2B + RC sin2C = o. 

Voici encore un mode de détermination du point R 
qui peut avoir de l’intérêt dans certaines applications. 
On a évidemment | 

CR = SCA(r1+ œi) = ECB(1+ y), 
donc 
CA(I1+ œi) = CB(1+yi). 

Écrivant l’équipollence conjuguée et éliminant y 

entre les deux, il vient 


20B.cjCB — CA.cjCB — ej CA.CB 
CA.cjCB — cj CA.CB 





Ti — : 
d’où 
CA.CB(cjCB— cjCA) 


U 





s représentant l’aire du triangle. 
On aurait par symétrie deux autres formules pareilles 


donnant AR et BR. 


Point de rencontre des hauteurs. 


95. Soit H (/ig. 30) le point de rencontre des hau- 


teurs issues des sommets B et C. Nous avons 


HC = ::AB, HB = :y CA. 


De là 
BC —— t(zAB — y CA), 


ir RE , _AB : Œ'nt> ; rs Tente 
CA Aa 7) CP COS 


Éliminant y entre cette équipollence et sa conjuguée, 
on a 
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c’est-à-dire 
a cos G 


= = ——" = cotC. 
C sinA 


Il est clair, par raison de symétrie, qu'on aurait 
trouvé la même valeur pour z en cherchant l'intersection 
des hauteurs issues de À et G, ce qui démontre que les 
trois hauteurs se rencontrent en un même point. 

On a de même 


De COLA: p—cotb: 
Par conséquent 
HC.tangC —=:AB, HB.tangB — :CA, HA.tangA — :BC; 
d’où, par addition, 


(3) HA .tang À + HB.tangB + HC.tang C — 0, 





ce qui nous montre que H est le barycentre des poids 
tang À, tangB, tangC, placés en À, B, C. 


Il est facile de reconnaître que l’on a 


TY + Y3 + 2X = 1, 
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et l’on en conclut 
AB.BH.HA + BC.CH.HB + CA.AH.HC = AB.BC.CA, 


relation dont tous les termes ont même direction, et qui 
subsiste par conséquent, si l’on n’y considère que les 
longueurs, en ayant égard aux signes. 


96. On peut écrire CH sous la forme suivante 





T C —C 

s — — EH € 
CH=—-:AB.cot0=Ee 30e ——— 
2 sin G 

TT T 

C C+y—— —C+Y——- 
= — 1e GE L :) 

2 sin G 


c’est-à-dire, en vertu des relations du n° 94, qu'on peut 
appliquer dans toute leur généralité, comme on le re- 
connaît sans peine, 


CH = r(eb + el) — RB + RA, 


ce qui montre que la longueur CH est double de la 
distance de R au côté AB. Cette équipollence remar- 
quable peut se mettre sous la forme 


(4) RH = RA + RB + RC = 3RG. 


Ainsi les trois points R, G, H sont en ligne droite, et 
G divise RH au tiers de sa longueur. 


97. Soit D (jig. 31) un quatrième point appartenant 
à la circonférence circonscrite ABC; d’après la relation 
(4), on aura les points de rencontre des hauteurs des 


triangles ABC, BCD, CDA, DAB en écrivant 


RH — RA + RB + RC, 
RJ = RB + RC + RD, 
RK = RC + RD + RA, 
RL — RD + RA + RB. 
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De là 
RH — RJ — JH — RA — RD — DA. 


De même 
PR MBA LR BC HL= CD. 


en sorte que la figure JKLH est égale à la figure ABCD. 


Fig. 31. 





98. On peut généraliser la notion du point de ren- 
contre des hauteurs. Menons par les trois sommets d’un 
triangle des droites formant un même angle 4 avec les 
côtés opposés. Elles formeront en général un triangle 
H;H;Hc. En appelant H, (Jig. 32) le point de ren- 


contre des droites issues de B et de C, nous aurons 


H,C=—z:%AB,  H,B—7y<Ca. 


De là 
BC — %(3AB — yCA). 


(24 C 


AB 
PR r-0 Rue, DE, de A 
© (255 +7) ou je D TJ 
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et, par l'élimination de y au moyen de l’équipollence 
conjuguée, on trouve 


DD 


a sin(Ô—C)  sin(ô—C) 
c Te TES ir ee 2 





sin À LÉ sin C 
puis 
__ sin(0+B) 
fi snB 
On a ainsi 
AU CNE 
H, G = DES CL: .AB, 
__sin(Ô—A), 
H; A — SARA IT .BC, 
HE sin(0—B) 5 ca 
sin B 
H, 0 SOS OU AS 
sin G 
__.sin(6 + À) n 
H, A = ARRAILE 5185 
__ sin(Ô+B) n 
H2B — RAS CE Lo CIRE 
De là 
Hi sin(9— G)— sin G) RS 


sin C 
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el de même 

He Hs Es RH; . He Ha 
APR AAIBET 0 CAL, 
Les deux triangles H;H,H:, ABC sont donc direc- 
tement semblables. Le rapport de similitude est 2 cos 6, 
si bien que pour 0 — 60° les triangles deviennent égaux. 

L’aire H, H;L est égale à 4 cos?0. aire ABC. 
Soit toujours (95) H le point de rencontre des hau- 


teurs du triangle ABC. Formons l’expression HH,. Nous 
aurons 


— — 9 cos0.et, 


AB 
ee Lu: | RE —_ À çi 0 
BH = HC EH, C — Fe [z cos G sin(0Ô —C)] 


Lee re 
AB RE it e0—C __ £C—0 
+ e? Éd, C7. eŸ LS 
sin CG 24 21 


Dep fret 
AB em-0 e20—C\ ADS CG llerat 2e à 
= —— (—— |) = © ? — 
sin C 20 ) sinC . 21 


B + 
= — cos0.e ? 
sin G 

















La longueur de HI, est donc celle de ne cosô, ou 
sin C 


2 r cosô, c’est-à-dire indépendante du sommet considéré 
* H,. Il s'ensuit que H est le centre du cercle circonscrit 
à HH; EL. 

Il est bon de remarquer, par analogie avec le calcul 
précédent, que d’une manière générale l’expression 


e?sin(®— a) —ebsin(0 — x) 
peut prendre la forme 
ep+0-asin(o —0), 


et qu’en conséquence sa grandeur sin(o — Ü) est indé- 
pendante de &. 
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Circonférence des neuf points. 


99. Les quatre points À, B, C. H sont tels que la 
| Ë » 034) q 
droite qui joint deux quelconques d’entre eux est per- 

q J ji q P 
sendiculaire à celle qui passe par les deux autres. Soit 
Ï qui P P 


O (fig. 33) leur barycentre. On aura 

OA + OB + OC + OH =0, 
ce qui nous donne, en vertu de l'équipollence (4), 
(5) HO — OR. 


Ce point O est donc le milieu de la droite HR. 
Si nous considérons les cercles circonscrits à HBC, 


Fig. 33. 





HCA, HAB, leurs centres R,, R;, Re, en raison de la 
symétrie parfaite entre les quatre points À, B, C, H, 
satisferont aux relations 


AO = OR;, BO=OR;,, VOOR 
Les deux figures HABC, RR,R;R. sont donc égales. 


Il existe entre elles des relations remarquables de réci- 
procité. Chaque droite de l’une divise perpendiculaire- 
ment par le milieu une droite de l’autre; et chaque 
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sommet de l’une est le centre du cercle circonserit à 
l’un des triangles que forme l’autre. 


100. Le point O que nous venons d’obtenir est digne 
d'attention. Nous avons tout d’abord 


OA + OB = HO — OC — OR — OC — CR, 


c’est-à-dire, en appelant C, le milieu du côté AB, 
OGC, = — : 
Ÿ 2 


Le point O est donc le centre de la circonférence qui 
passe par les points A, B,, GC. Le rayon de cette cir- 
conférence est la moitié de celui du cercle circonserit. 

Sur cette circonférence, le point C/, directement op- 
posé à Go, sera donné par 


ME ROUE OR 00 OH 


2, 2 2 


OC 


Donc la circonférence en question coupe en leurs mi- 
lieux les droites HA, HB, HC. 

S1 l’on désigne par À,, B,, C, les pieds des hauteurs, 
il est clair que ces points sont aussi sur la circonférence, 
puisque les angles A’A, À,, ... sont droits, et que À, À’ 
est un diamètre. 

De là cette dénomination de cérconférence des neuf 


points, savoir As, Bo, Go, A’, B’, C’, A;, B,, C4. 


Cercles inscrit et exinscrits. 


101. Soit I (fig. 34) le centre du cercle inscrit au 
triangle ABC. Les aires AIB, BIC, CIA sont propor- 
tonnelles à c, &, b, les hauteurs de ces triangles étant 
égales. Conséquemment (93) I est le barycentre des 
poids a, b, c, ou sin A, sinB, sinC, placés en À, B, C, 
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ce qui donne 

(6) IA .sia À + JB.sin B + IC.sin CG = o. 

Si maintenant, suc la circonférence circonscrite ABC, 
nous prenons les milieux A”, B", C” des ares BC, CA, 


AB, il est facile de voir, soit géométriquement, soit par 
le calcul, que AA", BB”, CC sont les bissectrices des 





1A7” 


/1 

I 

l 

I 

} Li 
| 

| 

(l 

| 

l 


J 
1, 


angles À, B, C, et que ces droites sont en même temps 
perpendiculaires à B’C/, CA", A"B" respectivement. 
Ce sont donc les hauteurs du triangle A”B"C”, et leur 
point de rencontre commun est I. 

Ce point joue donc par rapport au triangle A"B"C 
exactement le même rôle que H par rapport à ABC, et 
par conséquent, en vertu de la relation (4), nous avons 
(3) RI = RA'+ RB'+ RC". 


7 


APPLICATIONS AU TRIANGLE. 109 


On reconnaîtrait bien aisément que les centres I,, 15, Le 
des cercles exinscrits sont fournis par les relations 


RI, — RATER RCE 
RH —=—RA RE — RC”, 
Rlé:= —RA— RE" RC’: 


d’où résulte la nouvelle équipollence 
(8) RIZ RI, + RT, + RE = 0. 


Donc le centre du cercle circonscrit est le bary- 
centre des centres des cercles inscrit et exinscrits. 

Les quatre points I, L,, 13, [ sont tels que la droite 
qui joint deux d’entre eux est perpendiculaire à la droite 
qui joint les deux autres, et conséquemment 1l y a com- 
plète analogie entre les figures L1,L1R et ABCHO. 
Par exemple (99), R est le centre de la circonférence des 
neuf points du triangle I,13 Le. 

On remarquera que les points A”, B", C” sont préci- 
sément les nuilieux des droites IT,, Il,, IL. 


102. Cherchons à calculer le rayon 9 du cercle 
inscrit. Pour cela remarquons tout d’abord que, r étant 
le rayon du cercle circonscrit, la formule (7) peut 
s’écrire 

T TH T 
a — _- 2 
Rte Ce ee JE PEREReS 


Actuellement, soit une perpendiculaire abaissée de 1 
sur Le côté BC; elle aura pour expression 


T 
Nos RARE 
pe 2——1petX. 


La perpendiculaire abaissée de R sur le milieu de BC 
est 


ol ; 
r COSÂ € — — ir COS À .et, 


La droite qui joint les pieds de ces deux droites ayant 
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pour direction &, nous avons ainsi 
RI — zpe% + ir cos A et = met 
ou 
— ir(et + EP + eV) — cpet + ir cos AE = met, 
de là, en multipliant par £e”®, 


r(1+ eB-ù + eY—2) + p — r cos À = ix. 


Écrivant l’équipollence conjuguée et ajoutant, 1l 
vient 
r[i— cos A + cos(B — ax) + cos(y —a)] + p =0, 
c’est-à-dire 
(9) P + 1—= cos À +- cos B + cosC. 


2 


D'un autre côté, la valeur de RI ci-dessus, étant mul- 


tiphiée par sa conjuguée, nous donne 


RI cj RI = r2(3 — 2 cos À — 2 cos B — 2 cosC) — n(r— 2e), 
ou 
(10) RI CJRI = r(r —2p). 


Nous avons ainsi les deux propriétés suivantes : 


1° La somme des rayons p et r des cercles inscrit 
et circonscrit est égale (96) à la demi-somme des 
distances des sommets du triangle au point de ren- 
contre des hauteurs; 

29 La distance des centres de ces deux cercles est 
moyenne proportionnelle entre r et r — 2p. 


Transversales. 


103. Soit A’B'C' une transversale qui coupe en A, 
B', C’ les trois côtés du triangle ABC. Soit 


BA’= #BC, CB= y CA, AC'= 5AB; 
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d’où 
MCG— (1 -r)BC, B'A—(1—Yy)CA, CB—=(1—3)AB. 
Écrivons 

AB uB'C ou A'C + CB'— u(B'A +- AC). 

Cela nous donne 
(1— æ)BG + y CA = uf(1—7y)CA + z AB], 

(æ—1+y)CA + (x —1)AB = u[(1—y)CA + z AB] 

et, en égalant les coefficients, 


DHEY—I=U(—-Y), M—Ii=us; 
De là 
DHY—L  I1—Y 
T—1] 


ù 


d T—Y —3+ LY +YS+3T—O, 
CM 7)Gx) =—xyz, 
IT I—7Y 1— 23 


æ Y 3 





= — I, 
c’est-à-dire 
ArCrR'ATCR 
BA'.CB'.AC' 





= — I. 


ce qui établit la propriété fondamentale des transver- 





sales, indépendamment de toute position particulière 
de la figure. 


On remarquera qu’en remplaçant æ par 1 — x, y par 
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1— y, 3 par 1 — 3, la propriéié subsiste encore, et que 
cela répond à des points A”, B”, C”, symétriques de A’, 
B', C/ par rapport aux milieux des côtés respectifs. 
Donc A’B’C'est aussi unéigne droite. 


Droites menées d’un point aux sommets d’un triangle. 


104. Soit TI (/ig. 36) un point quelconque sur le plan 
du triangle ABC; appelons ATA', BIB', CIC les droites 
issues des sommets et limitées aux côlés opposés, et 
écrivons 

AI =æAA, BI =yBB, "CI 00 
BA'= a«BC, CB'= CA, AC'= y AB. 


Fig. 36. 





La double équipollence AI — AB + BI = AC + CI nous 


donne, bien aisément, 


æ(1— a)AB-æaAC 
— (1—y)AB +y(1— B)AC = zyAB+(1—3)AC. 
De là 
T(I—4)=I—-Y=#Y; 
a = y(i—$8)=1—2z. 
De même, 
mp8 ay) 


par raison de symétrie. 
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On voit immédiatement que de ces relations on ure 








afy % 
(a) U—wu=pai—y) ” 
(12) (—æ)+(i—y)+(i—z)=1r, 
(13) LD VS 2, 


c’est-à-dire 














BA’.CB'.AC: 
ses AC.BA.CB  / 
TA PIÉ US IC 
EE ONE CO 
RTE CI 
(131) AP ne 
On a aussi 
æyZ I 
(4) G=z)G pi 2) — af 
ou 
AT BI CIS BC: CA-AB 
(Ke TA.IB.IC — BA’.CB'.AC 
(15) at +$y+ysz—=1, 
AT BA! BI CB CI AC' 
NEA BC AA’. CA BB AB CC — 


Si A, Bo, Go sont les milieux des côtés des triangles, 
et qu’on pose 


AA GBC, _ BB—BCA, CGC'=7YAB, 


il est facile de voir que la condition (11) devient 


ou + G+ y’ 
(16) = 4 
d’où 
MB LC BC CA, CA AB 
AG aa A A BB BB OC cd 


105. D’après les équations qui lient +, y, z, «, 6, y, 
on voit que nous pouvons écrire les valeurs de AI, BI, 
3 
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CI sous la forme 
Al=(1—y)AB-(T—3)AC, 
Bl=(1-—3)BC ELA 
Cl=(i- v)CA EE MIGR 

d’où 

(7) G—æ)AI+(1—»)B1+(1— 3)Cl= 0. 


Le point [est donc le barycentre des points À, B, C, 
affectés des poids 1— x, 1 --y,1--2. 
Comme 
AI = x AA et IA'— (1— æ)AA, 


cette équipollence peut encore s’écrire 
(18) æIA'"+ yIB'-+ 31C'= 0. 


Le point I est donc le barycentre des points A’, B', C’, 
affectés des poids x, y, 3. 


106. Si l’on remplace les points A’, B’, C', respecti- 
vement, par leurs symétriques A, B', C', par rapport 
aux mieux À,, Bs, Go des côtés, cela revient évidem- 
ment à remplacer à, $, y par 1 —o, 1 — Ê,, 1, ou 
a, P',y'par —a,, —f, —y,. La condition (rs) ou 
(16) est donc satisfaite, c’est-à-dire que les trois droites 
AA’, BB,, CC: se coupent encore en un même point I,. 

On a alors 


c'est-à-dire que les trois quantités 1—%,, 1— 4, 
1 — 3, sontinversement proportionnelles à 1— x, 1 —Y, 


5 — z. Par conséquent, les poids à placer en À, B, CG, 


I I JT 
1— TI PURES 
Les points Tet I, sont ainsi associés l’un de l’autre, 


par une loi de réciprocité. 











pour que leur barycentre soit [,, sont 


Le barycentre du triangle se correspnod à lui-même 
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107. Si l’on remplace les droites AA’, BB, CC’, res- 
pectivement, par leurs symétriques AA’, BB,, CC, par 
rapport aux bissectrices des angles intérieurs À, B, C, 
il est facile de voir que l’on aura 


12-14 D? « 








Xo " c? PE 2° 
et deux autres relations symétriques, si bien que la con- 
dition (11) est encore satisfaite, c’est-à-dire que les 
droites AA, BB,, CC, se coupent en un même point L. 


On a 


ET EE bo? 1— 3 











= ; 
1 — 39 Fi CA CT Y 


c'est-à-dire que les quantités 1— x», 1—Y:, 1— 3; 
a? b? 


2 2 
ET AER ES Z 








sont respectivement proportionnelles à 
_—— si bien que ces dernières valeurs sont celles des 
poids à placer en À, B, C pour que leur barycentre 
soit JL. 

Les points Let [, sont donc associés l’un de l’autre 
par une loi de réciprocité, différente de celle du numéro 
précédent. 

Le centre du cercle inscrit se correspond à lui-même. 

On peut désigner sous le nom d’assoctiés de première 
espèce les points TetI,, et d’associés de seconde espèce 
les points I et L.. 


108. Pour généraliser la question étudiée dans les 
numéros qui précèdent, nous considérerons maintenant 
trois droites quelconques AA’, BB, CC’ menées par les 
sommets du triangle jusqu'aux côtés opposés. Soient L 
(fig. 35) le point de rencontre de BB'et de CC, M celui 
de CC’ et de AA’, et N celui de AA et de BB. 
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_ Posons comme ci-dessus 


BA'= «BC, 
CB'= ÉCA, 


AC YA; 
soient, en outre, | 
AM = æAA', AN’ = uAAE 
BN = yBB;, BL =" 00 
GLS QC CM = CC’. 


Fig. 33. 


À 





B A’ 


L’équipollence AB + BN = AN nous donne 


AB + y (BC + RCA) = u(AB + «BC) 
ou 
(1— y)AB +(1— B)yAG—=(1—a)uAB + auAC. 


De là, en y joignant les relations symétriques, 
(1—a)u =1—7, (1— Bo =1— 3, (1—Yy)æ =1— x, 
au—{(i—$)y, $r=(G—y)s, yw=(i—a)z. 
Ces formules donnent très aisément 
u+p+w=3—(ax+f$By+yzs), 
T+y+s=a(u+r)+8(r+y)+y(w +3), 
QAU+HV+HW)+(T+Y+z) 
= 6+a(u—x)+$(r—y)+7Y(w—x) 
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On voit que cette dermière relation, pour uw — x, 
D tm = 75e réduit à 


T+Y+3—= 0, 


comme nous l’avons constaté plus haut. 
Les valeurs de x, y, 3, u, +, w, en fonction de a, b, 
y, sont 


[er 


RU , Dee” , RNA PATES , 
1— Q + aÿ 1— 8 + Ga 1— y + Yh 
1— 8 I—Y I— 0 


Es , T2 A CE RE AN a ae. 
1—8+ af 1— y +fy I— + Va 


Les deux relations suivantes méritent aussi d’être 
remarquées : 
_ (im u)(t—v)(i —#w) 
TV 3 : 
MU) 


=) y) = uv 


Si l'on cherche, au moyen des valeurs, écrites plus 
haut, de AA/, AM, AN, ... à évaluer les aires des 
triangles A’B'C et LMN, on obtient 
aire A'B'C'=[(1— x)(1—8B)(1— y) + a8y]aireABC, 


7 ae cb) Yi apy . 
airé LMN = CS A 


y) 








Gi np) 
af 
c’est le cas des transversales (103). 
. (1—a)(1 —B)(1— y) 
ST ne 
le cas d’un point de rencontre unique des droites AA’, 


BB’, CC’ (404). 


On remarquera que les rapports 





1. Onia.qre A'BO— 0: 





— +, on a aire LMN —0; c'est 


— 4 I—$ 1—7Y 
2 2 

B L 
changent simplement de signes, lorsqu'on passe des 











| ! [ [ > 2 r à . 
points À’, B’, C’ à leurs conjugués harmoniques par 
rapport aux segments BC, CA, AB. 
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Perpendiculaires abaissées d’un point sur les côtés 
d'un triangle. 


109. Soit I (/g. 38) un point dans le plan d’un 
triangle ABC; appelons IA’, IB’, IC’ les perpendiculaires 
abaissées sur les trois côtés. Posons 

AC= YAB; BA'=— «BC, CB'= RU. 

La projection AC de AT sur AB est (2) 


1 ABcjAI+ AlcjAB 


Ur 2 CJAB 


Nous avons en outre (4), 


1 AB cj AI — AI cj AB 






ie - 
2 c] AB 
Fig. 58. 
A 
Co 1. 
Cx 
À A B: 
RARE 
Po 
% | 


A4 


On a immédiatement, d’après cela, 
AB cjAI,-+ AT cjAB = 2yc?, 
BC cj BI + BI cj BC — 24a?, 
CA cjCI + CI cj CA = »Bb2, 


ou, en remplaçant BI par AI — AB et CI par AI — AC, 


AB cj Al + AI cj AB = 2yc?, 
BC cj AI + AI cj BC = 24a? + BC cj AB + AB cj BC, 
CA cJ AI + AI cj CA = 2 f b2 + CA cj AC + AC cj CA. 
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BC cj AB + AB cj BC 
—= BC(cj AC + cjCB) + AB(cjBA + cj AC) 
= — ad? — c? -—- b?, 


GA cjACG + AC cj CA = — 2 02, 


Done, en ajoutant les trois relations, 





o—(2ax—1)a?+(28—1)b?+(2y—1)c?, 


relation remarquable entre les trois coefficients «, 5, y, 
et qu’on aurait pu facilement obtenir par les procédés 
ordinaires. 

S1 As, Bo, Co sont les milieux des côtés, nous avons 


BA BC} BA=-cBC. AA’ 1)BC: 
La condition peut donc s’écrire comme égalité ordinaire 
&AoA'+ bB,B'+ cGC = 0, 


c'est-à-dire, en ne considérant que les grandeurs et les 
signes, que la somme des trois produits de segments 


A,A'.BC, B,B’.CA, CC’ .AB est toujours nulle. 

S1 nous appelons w, », æ les grandeurs des trois per- 
pendiculaires IA’, IB’, IC’, le point I sera (93) le bary- 
centre des poids au, be, cw, placés en À, B, C. On a, 
en outre, 


EE BC Un d'où . LAIT 7B0, 
[42 [AA 
et de même 
ÉTAIT ENT 
[9 9 
Donc 
RL RATE OI CITE A 
[AA [2 æ 
, \ . . [44 b (& 
c'est-à-dire que I est le barycentre des poids ANSE 


4 
placés en A, B', C'. 
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Sur quelques points remarquables. 


110. Pour ne pas donner à ce Chapitre un dévelop- 
pement excessif, nous nous contenterons d’attirer l’at- 
tention sur le grand intérêt que présente la détermina- 
tion d’un point du plan, considéré comme barycentre 
de trois poids placés aux sommets d’un triangle. Cette 
considération se prête d’une facon fort simple aux 
points associés, soit de première, soit de seconde espèce, 
dont il a été question au n° 107, et nous l’avons invo- 
quée plus haut bien souvent. 


111. Si on l’applique, par exemple, à l'associé de 


seconde espèce du barycentre G, on voit immédiate- 
ment que ce point L sera le barycentre des poids a?, 
b?, c?, placés en À, B, C. C’est le centre des médianes 
antiparallèles, étudié surtout par M. E. Lemoine (!}, 
et qui a donné matière, dans ces dernières années, à 
des recherches fort intéressantes, notamment à celles de 


M. Neuberg, publiées en 1881 dans le Recueil Hathesis. 


Nous, ne saurions reprendre ici les nombreuses et 
intéressantes propriétés de ce point M, dont les dis- 
tances aux côtés sont évidemment proportionnelles à 
ces côtés eux-mêmes; mais il était utile, à notre avis, 
d’en signaler l’existence. 


112. M. Brocard, plus récemment, a étudié deux 
points remarquables du triangle, auxquels on attache 
généralement aujourd'hui le nom de ce géomètre (?). 


(‘) Association française pour l'avancement des Sciences; Con- 
grès de Lyon (1873), de Lille (1854), et Congrès ultérieurs. 

(>?) Voir notamment Association française pour l’avancement 
des Sciences; Congrès d'Alger (1881); Étude d’un nouveau cercle 
du plan du triangle. 





D RE EG 
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Ces points, qui ont conduit M. Brocard à la considéra- 


ton d’un cercle des sept points, dont nous ne parlerons 


pas 101, sont définis par la propriété suivante: Si $ est l’un 


des deux points de Brocard, les trois angles 6AB, BBC, 


6 CA sont égaux; pour l’autre point f/, ce sont les angles 
BAC, B'CB, B'BA qui doivent être égaux. 


Il est assez facile, d’après cela, de reconnaître que le 


s . L! il I , 
point 5 est le barycentre des poids -—, —; — és res- 
point tle barycentre des poid Fo D lacés res 


ASS en À, B, C, et que Ê est le barycentre des 


placés aux mêmes poin ts. 


poids — 77 > 53 


S1 He prend l'associé de première espèce L, du 


centre des médianes D les PES à placer en 


À, B, C, pour l'obtenir, sont — > 5° + Partant de là, 


si G est le barycentre du ve (point de rencontre 
des médianes) et K le milieu de la droite ff” qui joint 


les deux points de Brocard, on trouve 
GZ2TK: 


en d’autres termes, les triangles ABC et L,6£ ont 


même barycentre. 


113. Le nombre des points remarquables du triangle 
et des propriétés plus ou moins particulières qu’on en 
peut déduire est en quelque sorte illimité. Mais 1l nous 
semble que les indications qui précèdent suffisent lar- 
gement à montrer comment la méthode des équipol- 
lences peut utilement s'appliquer à ce genre de ques- 
tions. Pour terminer, nous résumerons, dans un Tableau 
sommaire, les poids qui caractérisent les principaux 
points remarquables que nous avons considérés dans ce 


Chapitre : 
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Les points R et H, G et L sont associés de seconde 
espèce, comme nous l’avons déjà remarqué. 

Les coordonnées barycentriques du centre de la cir- 
conférence des neuf points peuvent encore s’écrire 


acos(B—C), bcos(G—A), ccos(A—B). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 


. 
4. Déterminer le barycentre du périmètre d’un triangle. 


En appliquant les poids a, b, c aux milieux des côtés BC, CA, AB, 
on trouve immédiatement, pour le barycentre F cherché, 


2(a+b+c)r=(b+c)a+(c+a)s+(a+b)c; 


d’où, en se rappelant la formule qui donne le centre du cercle in- 


scrit I, 
2+I=A+B+C—=36G. 


De là FI = 3FG, et (96) 2RF = IH, formules qui donnent autant 
d: propositions géométriques intéressantes. 


2. Soient «a, d, c les trois côtés, À, B, CG les trois angles d’un 
triangle. Sur une droite OX, on porte les longueurs OA’, OB, 
OC’ proportionnelles à &?, b?, c? et l’on forme les angles X A’M, 
X B'N, XC'P égaux à A, B, C respectivement. 

Démontrer : 

1° Que les trois droites AM, B'N, C’P se rencontrent en un 
même point T ; 

2° Que les longueurs TA’, TB’, TC’ sont proportionnelles à 
Doica, ab’; | 

3° Que la perpendiculaire TQ abaissée sur OX est propor- 
tionnelle au double de l’aire du triangle; 

4° Que l'angle TOX — 0 (angle de Brocard) satisfait à la 


relation 
cotÔ = cot A + cotB + cotC; 


5° Que OT? est proportionnel à 


a2b?2 + b?c? + c'a?; 
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6° Que OQ est proportionnel à 


a? b2+ ç? 





2 
Toutes ces propositions sont des conséquences de l'identité double À 
: a? + b?+ c? ; 
a+ bcel = b+ cab = c2+ gbet — RE 


facile à établir en décomposant en parties réelles et imaginaires. 


3. On donne un triangle ABC et quatre points É PP PAS 
barycentres des poids a, B,Y, a, 81, Y1, &, Bo, yo, l, m,n,res- 
pectivement appliqués aux sommets des triangles. 

On demande quels poids #, #1, æ2 il faut appliquer en I, L:, 
I, pour que leur barycentre soit P. 


En prenant & + 8 + y —1,..., les équipollences du problème don- 
nent aisément \ 


(aT+aT,+ at) )AtH...=lA+ MB HnC; 


de là on tire un système de trois équations qui donne les valeurs 
cherchées, savoir 





AP APE À | 

m f, f,| 
RTE 

UE— - ; | 

X',% ol 

A “oil 

ê Bi Po | 

Tree drs 


4. En joignant les trois sommets d’un triangle à un point M, 
jusqu’à la rencontre des côtés opposés, on a les droites AA;, 
BB;, CG;. Par les trois points A;, B;, C1, on fait passer une ‘ 
circonférence qui coupe les côtés en A’, B', C, respective- 
ment. | | 

Démontrer que les droites AA, BB’, GC se coupent en un 
même point M’. 


La démonstration est des plus simples, en exprimant que 
gr(AC,.AC') = gr(AB..AB), 


En appelant a, $, y et à’, $', y’ les poids qui, placés en A, B, G ont 
pour barycentres M et M' (on dit alors que ces valeurs a, f, y,... 
sont les coordonnées barycentriques de ces points), on a 


a(B+y)a(P+y) _Biryt+a)B (ya) ‘ 
a RL ST OT: ere 
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5. La droite de Brocard est parallèle à la médiane partant 
de C, quand on a 


(E. LEMOINE.) 


6. La droite de Brocard est perpendiculaire à la médiane 
partant de GC, quand on a 


ab + c? cos G — o. 
(E. LEMOINE.) 


7. La droite de Brocard est parallèle à la symédiane partant 
de C, quand on a 
a? + D? — 2 c2. 
(E. LEMoINE.) 


8. La droite de Brocard est perpendiculaire au côté AB, 
quand on a c 


(E. LEMOINE.) 


On démontre aisément ces diverses propositions en écrivant la 
droite de Brocard sous la forme 


MAT I re +(i— x e 
Be) TETE HOMME Le 


et en exprimant ensuite qu’elle est, soit parallèle, soit perpendicu- 
laire aux diverses directions données. 


9. Sil'on a 
añ — b?2c2(b2+ c2+2a?), 
l’angle de Brocard est le tiers de l’angle A.  (E. LEMoINE.) 


Dans la figure de l'exercice (2) ci-dessus, on considérera le 
triangle OA'T, et l’on exprimera que l’angle en T est le double de 
l’angle en O. 


10. Si l'on a 
| ar = b?(a?+ c?), 
l'angle de Brocard est égal à A —B. (E. LEMOINE.) 


Dans la même figure, on exprimera que les angles A'OT, B'TA' sont 
égaux, d’où résulte la similitude symétrique des deux triangles A'OT, 
A'TB’. 
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11. Les puissances des sommets d’un triangle par rapport au 
cercle de Brocard sont inversement proportionnelles aux car- 
rés des côtés opposés. 

R, centre du cercle circonscrit, et L, point de Lemoine, étant les 
deux extrémités d’un diamètre du cercle de Brocard, on formera, 
par exemple, AL cj AR + AR cj AL, en se rappelant que les coordon- 


nées barycentriques de R sont acosA, b cosB, c cos C, et que celles 
de L sont @?, b?, c’. On trouvera ainsi facilement, au numérateur, 


bc?(bcosB + c cos C) + b'c'a cos A 
ou 


Li 
aæbe(a cos À + bcosB + ccosC), 


le dénominateur étant symétrique. 
Cela établit la propriété énoncée. 


12. ABC étant un triangle quelconque, soient G son bary- 
centre, R le centre du‘cercle circonscrit, M un point quel- 
conque du plan, a, b, c les longueurs MA, MB, MC, et (S) le 
cercle de diamètre GR. 

Démontrer que la puissance de M par rapport au cercle cir- 
conscrit est égale à deux fois sa puissance par rapport au 
cercle (S), moins £(a?+ b?2+ c?). 

Cette puissance peut en effet s’écrire, en prenant M pour origine, 

RCjR— RACjRA ou ACjR+RCJA— a 
Ajoutant les trois expressions de cette forme, on a 
6P(c,R)— (a+ b+c), 


ce qui, en divisant par 3, donne le résultat indiqué. 

On en déduira des conséquences particulières intéressantes en fai- 
sant coïncider le point M avec divers points remarquables et avec 
les sommets. 


143. M étant le barycentre des poids &, $, y appliqués res- 
pectivement aux sommets À, B, GC d’un triangle, soient M, et 
M: les barycentres des mêmes poids appliqués respectivement 
en B, C, A, puis en G, A, B. Supposons qu’on ait 


a+—pf+y—=i. 
Démontrer : 
1° Que les deux triangles ABC, MM; M: ont même bary- 
centre ; 
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2° Que le rapport des aires de ces deux triangles est 


2 (2 — BY +(B8—YP + (y — a]; 


8° Que les aires des triangles AMM,, A M, M satisfont aux 
relations suivantes 


AMM, = BM;,M, = CM,M — (82 yx) ABC, 
AM: M = BMM; = CM;M:= (y? — 28) ABC; 





4° Que le rapport de la somme des carrés des côtés du 
triangle MM; M; à la somme des carrés des côtés de ABC est 
égal au rapport des aires de ces deux triangles. 
Tous ces résultats s’obtiennent assez aisément en partant des 
valeurs 
M = aÀ + ÊB + Yc, 
M,—=YA+an+ Bo, 
M,= Ê$A + y8 + ac. 


14. Le point de Lemoine est à l'intersection des droites qui Jo1- 
 gnent les milieux des côtés d’un triangle aux milieux des hau- 
teurs correspondantes. 


Si À, est le milieu de BC, M le milieu de la hauteur issue de A, 
L le point de Lemoine, on calculera AM, AA,, AL et, par différence, 
LM et LA, ; on trouve ainsi 


LMær 04 ca?  tangô 
LA, b+c+a. tangA 








6 étant l’angle de Brocard. 


45. Si par un point quelconque M, barycentre des poids a, 
6, y placés en À, B, GC, on mène des antiparallèles aux trois 
côtés du triangle, les six segments ainsi obtenus, égaux deux 
à deux, auront pour expressions 


abc œ abc  _$ abc Ÿ 
240 mn Dale y b2? LH AN c2 


C 
b 
deur a, et l’on écrit AM + un — PAB, ce qui permet de détermi- 
ner uw. De mème pour les autres côtés. 

On conclut de là que, pour le point de Lemoine, les six segments 
sont égaux. 


b 
On remarque que l’antiparallèle : AB ——AC=—D a pour gran- 


ue. "+ 
| 


1 
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CHAPITRE IV. 


APPLICATIONS AUX POLYGONES. 


Propriétés du quadrilatère. 


114. Soit ABCD (/ig. 39) un quadrilatère quel- 
conque; appelons À’, B', C', D’ des points qui divisent 


Fig. 39. 





proportionnellement les quatre côtés, si bien qu’om 


ait 
AA'_ BB’ CC'_ DD’. 
AB « BC CCD ODA TS 








et proposons-nous d'évaluer l’aire du quadrilatère: 
ALB'C'D 
Nous avons, quel que soit le point O, 
OA'= (1— x) OA + zOB, 
OB'=(1—x)0B+æxOC. 
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De là, on déduit immédiatement, en écrivant 


OA’cjOB'— OB'cj;OA, 
aire OA’'B'= (1 — x}? aireOAB 
+ æ(1—x)aireOAC + x? aire OBC. 


Formant les trois autres expressions symétriques et 
ajoutant, on s'aperçoit que le deuxième terme du se- 
cond membre contiendra, comme facteur de æ(1 — x), 
l'expression OAC + OBD + OCA + ODB, qui est 
nulle. En appelant S et S’les aires des deux quadrila- 
tères, 1l viendra, en résumé, 

S'— (222 — 92% +I)S. 


Le minimum de S’ s'obtient pour æ—+À et donne 


Di. 
115. Sur les côtés AB, BG, CD, DA (Jig. 40) d’un 


quadrilatère, pris comme diagonales, construisons les 





carrés ALBL/, BMCM', CNDN', DPAP',L,M,NetP 
étant, par exemple, les sommets extérieurs au quadri- 
latère, et L’, M, N’, P' les sommets du côté inté- 
rieur. 

9 


+ 
4 
{ 
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‘On aura 
AL = (10) AB, VAL 


ou, en rapportant les divers points à une origine arbi- 
traire, 


L—+(1+i)A+S(i—i)B,,  L'=i(i—i)a++(ieoÿ8. 
Posons u —{(1+4); alors +(1— 1) =— pr, et il 
vient 
L — UL(A—1B), L'— 1(B—71A), 
M—pum(B—1c), M'= L(c—5&B), 
N=p(c— in),  N=p(D—ic), 
P—um(D— ZA), p'— L(A—1D). 
De là 


LN = p(AC — :BD), 
MP = um (BD —:CA) 


et, par conséquent, 
MP = :LN. 
On trouve de même 
L'NSINPe 


Ainsi les droites MP, LN sont égales et rectangulaires, 
et il en est de même pour M'P'et L/N'. 


116. Cherchons le barycentre G de l’aire du quadri- 
latère ABCD ( Jig. 41). Pour cela, O étant un point 
quelconque, il suffit de prendre les barycentres des 
triangles OAB, OBC, OCD, ODA et d’y appliquer des 
poids proportionnels aux aires de ces triangles. Cela 
donne immédiatement 


Ma The OAB PÈRES OBC 


ne OCD FEES ODA. 


OG.ABCD — 
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Prenons le point O précisément à l'intersection des 


deux diagonales AC, BD. Nous aurons ( jig. 41) 


DAB ABC BCD CDA - 
upon Pxpoot Cisco ODipoD 
AO BO CO DO 

< OA TE +0B5+002+OD LE 


comme on le voit immédiatement sur la figure. 


C 


Cette valeur peut s’écrire 
Ï 


OC2—OA2  OD?— OB: 


D 00 01 * oD-_06 


— OA -- OB + OC + OD. 
Ceci démontre que le barycentre du quadrilatère n’est 
autre que celui des cinq poids 1,1, 1, 1, —1, placés 


respectivement en À, B, C, D, O. 


Barycentre d'un polygone. 


A 


117. En appliquant à un polygone quelconque 
ABC... JK la méthode que nous venons de suivre pour 
obtenir le barycentre du quadrilatère, mais en prenant 
pour origine un point intérieur O arbitraire, on a 


= OAB +... + 








OKA = G.ABC.. 
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ou 


ABC SR =: OKAB +2 OABC + +3 OAKA. 


Si nous appelons H le barycentre qu’on obtient en 
plaçant aux divers sommets du polygone des poids pro- 
portionnels aux quadrilatères OKAB, OABC, ... for- 
més par les deux côtés adjacents et le point O comme 
sommet opposé, on aura 


2H.ABC...K — 4.0KAB + B.O0ABCG +...+K.OIKA, 


car la somme des aires des quadrilatères OKAB... est 
évidemment égale au double de l’aire totale du poly- 
gone. 
De là 
3G—2H ou OG = $ OH. 


Si l’on fait coïncider O avec G, on voit que H coïncide 
lui-même avec G. Ainsi le barycentre des poids égaux 
à GKAB, GABC, ..., placés en À, B,..., n’estautre 


que le barycentre G lui-même. 


Figures semblables construites sur les côtés d'un polygone. 


118. Considérons (fig. 42) un polygone quelconque 
de n côtés À, AÀ2...A,, et supposons que, sur chacun 
des côtés, nous construisions un triangle directement 
semblable à un triangle donné PQR. 





: ARE È QP te 
Soit x le rapport RP NOUS aurons D — ï = À 


et, par suite, 1 — ——- 

Admettons, pour fixer les idées, qu’en suivant le 
contour dans le sens À, A, ÀA,... on ait toujours l’in- 
térieur du polygone à sa gauche. Alors les triangles 
semblables A, A’ A2, A: À, A3,... seront extérieurs ou 
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intérieurs, suivant que l'angle du rapport À sera infé- 
rieur Ou supérieur à 7. 
Nous nous proposons, comme problème général, la 





> 
Un" 
is 


mme mme À 





Re 


2 
LS 


LA 


recherche du polygone primitif A, A,... A,, connais- 
sant À, A, ...A” et le triangle POR. 


Nous avons 





Ash RO. 
(1) RES DE. 
De là 
(5 AN = LA + (1— pH) A2 = (A1 — À). 


On a pareillement 
| Ah = (A2 — ÀA3), 


) As ue (43 — À Az) 


(2) | 


L’addition de ces 7 équipollences (2) donne 
(3) EAP u(re N)EAEEA, 


et nous donne par conséquent tout d’abord cette pro- 
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priété que le barycentre des sommets est le même pour 
les deux polygones. 

La soustraction de deux quelconques de ces relations 
nous donne, en outre, 


(4) A7, A4 = 1 (Ap Ag — À A p+1 Ag+1); 


d’où cette propriété : 

Si, par un point quelconque U, nous menons US, 
UT équipollentes aux diagonales A, A7, Apy1 Agss, 
puis si nous formons le triangle SXT, directement 
semblable à PQR, la droite UX sera équipollente à la 
diagonale À, A, du second polygone. 


. Maintenant, multiphons les 2 équipollences (2 
119. Maint t, multipl le quipollence 
écrites ci-dessus par 1, À, À?,..., À?-1, et ajoutons-les. 
Nous trouverons sans peine 


K 1"À | 
(5) A = a (A+ Aa + Mas +... + Man), 


relation que nous pouvons écrire aussi 
(6) _ Ai A+ AA +...+ Àn-1 A; A, = 0, 


ct qui résout d’une manière générale le problème pro- 
posé, par de simples constfuctions de triangles sem- 
blables. 

Il importe toutefois de noter une exception. Si 
\=1, la valeur de 4, ne peut plus se construire; 


mais alors 1l faut qu’on ait toujours, quelle que soit 
l’origine, 


(7) AU NAGER MAS ARE ASS 
ce qui donne une propriété de la figure. 


2KT 
Le cas de À* —1, donne À —e * , c’est-à-dire que 
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le triangle PQR est isoscèle et que l’angle en Q, ré- 
pété r fois, donne un nombre entier de circonférences. 
C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les polygones 
réguliers de n côtés, si l’on considère le triangle formé 
par le centre et un côté quelconque. 

Ainsi l’on ne peut pas se donner arbitrairement les 
centres des triangles équilatéraux construits sur les 
côtés d’un triangle; des carrés construits sur les côtés 
d’un quadrilatère, etc. Dans tous ces cas, il existe une 
propriété correspondante de la figure. Nous en avons 
vu un exemple au n° 115. 


120. En répétant sur le polygone A’ A°,...la même 
construction que nous venons de faire sur le polygone 
A,A2..., nous obtiendrons un nouveau polygone 
A’,AÀ,...,et le point A’ sera obtenu par l’'équipollence 


(ED AT — (ai — Rat) — pas — 2h a + Mas). 


Répétant encore la même construction sur le poly- 
gone À, À,..., on trouverait 


É 15 (A1 = 3 À A9 re 3 243 TRE 134, ), 


et il est aisé de voir que, d’une manière générale, on 
aurait la formule symbolique 


(9) AP) = pp [a(1— Aa)?], 


en convenant de traiter comme des exposants les in- 
dices de 4 et de transformer les exposants en indices. 


121. Au moyen des formules qui précèdent, on peut 
évaluer l’aire du triangle OA" A, et des triangles ana- 
logues, et ensuite, par addition, l’aire S’ du polygone 
A, A,... tout entier. S1 l’on fait le calcul, et pour ce 
polygone résultant de constructions extérieures, et pour 
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celui qui résulte de constructions intérieures, et dont 
nous désignons l’aire par s', on obtient 


S'+s — peju[2(1+AcjÀ)S—(1+cjÀ)2OA A] 


(10) 2 7 ](P+T)S—0c0Q.504,Am3]; 
Sas d'Enep C] {4 aie Z(grAhAph+9)? 
(nn) Le 
Lot 
aa q Z(grApAp+9)?. 


Dans ces résultats, S représente l’aire du polygone 
primitif, p, g, r sont les trois côtés du triangle PQOR 
et À est la hauteur du même triangle issu du som- 


met Q. 


122. La plupart des considérations qui précèdent 
sont extraites d’un Mémoire publié dans les Comptes 
rendus de l'Association française pour l’avancement 
des Sciences (!) il y a quelques années. On pourrait 
en faire application au triangle, au quadrilatère et à de 
nombreux cas particuliers. Il nous suffit ici d’en avoir 
indiqué la-substance, et nous laissons au lecteur le soin 
de traiter les exercices se rapportant à cette matière. 

Pour terminer ce paragraphe, en généralisant le pro- 
blème, supposons que sur les côtés successifs d’un po- 
lygone A, A,... on construise des triangles semblables 
à des triangles donnés, différents les uns des autres. 
Cette construction fournira un nouveau polygone 
A" A°,... comme ci-dessus. 

Si nous désignons par P,Q,R,, P:Q2R;, ... les 


divers triangles donnés, et par Wu, Ho,..., À, hope. 





(*) Sur quelques propriétés des polygones; Congrès du Havre 
(1877): 
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\ 


les rapports analogues à ceux désignés par n et À aux 
numéros précédents, on trouvera, par un calcul pareil, 
[ ; À: à ke 


A1 (1— À 0... Àn) = — A + — À, + se CE 
ET pe ls 





(12) 


+ A1 kS" .e ÂAn—1 ñ 


A7 
na 


équipollence qui résout la question. 
Les cas d'impossibil té sont donnés par 


ep EU À = 1. 


Lorsque ce cas se présente, pour un triangle, cela con- 
duit à la condition 


(13) A ir À) BE (Ai De = 0, 


d'où 

A'B B'C' GA? 

VA a ee € 

(4) À NI FA A(1— 2) 
Il en résulte une propriété géométrique assez simple. 
Formons les trois triangles LOM, MON, NOËL, tels que 
HU TON OL 
MR OM: ON 


Alors la condition (14) devient 


e MB _pe_ ca 
NL LM MN 

si bien que les deux triangles A'B'C/, NLM doivent 

être semblables. 

Il est facile de trouver des résultats analogues pou 
le cas d'un polygone quelconque et de préciser un 
mode de construction géométrique de la solution. 

Prenons le cas particulier où les divers triangles 
construits sont semblables à B,KB,, B:KB;,..., 
B; KB,,,, les points B,, B:, B:, ..., B,,:, étant tous 
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nt 


également espacés en ligne droite. Alors 
Us = Hi ls M3 = M1 — 2, Ne Un = M —nR+HI. 


Les équipollences qui donnent A’, A, ... devien- 
nent alors 


A3 — 1 A1 — M2», 
A9 — M2 A2 — MsAs, 


Ah = UnAn + (1— Un) A = Un 1 + (7 — m)A1,; 
et l’on en déduit, par addition, 

A+ Ao—+...+ Ah = NA; 
ce qui donne le théorème suivant : 


Soient B;, B:, B:, ..., B,,, des points en ligne 
droite, également espacés les uns des autres. Sur les 
n côtés d’un polygone fermé on construit des triangles 
A A" A, A2 A, A3, ..., AnA, À, respectivement sem- 
blables à B,KB:,..., B,KB,.,,. Le barycentre des 


points A,AÀ,...A, sera l’un des sommets du poly- 
gone AiÂA:...An. 


Polygones inscrits ou circonscrits à une circonférence. 


123. Proposons-nous d'inscrire dans un cercle un 
polygone dont les côtés passent par des points donnés 
ou soient de longueurs données. 

Prenons pour exemple un quadrilatère XYZW 
(fig. 43) dont les trois côtés passent respectivement 
par trois points donnés À, B, C, et dont le quatrième 
côté WX ait une longueur donnée. Soit OH le rayon 
choisi pour origine des inclinaisons. Alors 


OX = OH e, OYr= OH 
OZ = OH,  OW = OH, 
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La condition que les points X, À, Ÿ sont en ligne 
droite s'exprime par l’équipollence 


OHet — OA — g(OHen — OA). 


H2 


Hi 


K,7 





[ 
[l 
| 
| 
B' 
| 
| 
7 


: I 


Éliminant g entre cette relation et sa conjuguée, il 


vient 
(OH£é — OA)(OHe-n— cjOA) 


—(OH:-t — c OA)(OHen — OA). 
Cette dernière équipollence se vérifie pour £=n, ce 


qu’il était facile de voir a priori. Elle est donc divisible 


par ef — ef, ce qui conduit à 


OA es OH en 
» £ : 
(6) Ta OH — cjOA en 





De même, les conditions pour que les côtés YZ, ZW 
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passent par les points B et C s'expriment ainsi 


x 4 OBZ= 0H 
(7) DB OBS 
OG— OHev 


We © = OH qGoce 


Enfin la longueur du côté WX entraîne la détermi- 
nation de l’arc correspondant, que nous supposerons 
égal à d. Nous avons donc 
(19) ev — et—ù, 


Par des substitutions successivement effectuées dans 
les relations qui précèdent, nous obtiendrons une équi- 
pollence trinôme qui nous permettra de déterminer 
l'inclinaison cherchée £, c'est-à-dire la position du 
point X. 

Pour montrer comment il y aurait lieu d'opérer, quel 
que fût le nombre des côtés du polygone, nous forme- 
rons successivement les coefficients des équipollences 
résultant des substitutions indiquées. Nous aurons 








ainsi 
 ___ OA.OH — OA cjOBet — OB.OH + OH:OHe 
“  OH.OH— OHcjOB&— cjOA.OB + cjOA.OHet 
__ UA;+OH;# 
” OH +cjOA& 
en posant 
OA; ——_- OA ar OB, 
OA cjOB 
OH, = OH — RTE 
De même 
+ 4 OA» Pr OH, € 
“" cjOH, — cjOAsev” 
avec 
OH,.0C 
OA: = OA, + Te Tr ME 
en DHL DALEIRES 


OH 
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On continuerait ainsi de la même manière. 
Dans le cas que nous considérons, l’équipollence 
e — e—Ô, écrite ci-dessus, nous donnera 


cj OA 260 —_ cj OH, et + OH, et—-Ô + OA, = 0 


. . H ES 7 
ou, en multipliant par ue dE, 
2 


| OH, + cj OH, e 
C] OA» C] OA F4 


équipollence qui, comparée avec, l'identité 
OX + XU — OU, 


nous montre que le point X s’obtiendra en coupant la 
circonférence donnée par une autre circonférence égale 
de centre U. 

Les équipollences qui précèdent montrent clairement 
comment on trouve les points À,, H,,.... On mène AA, 
équipollente à BO ; on construit le triangle OAK symé- 
triquement semblable à OHB, et l’on mène HH,=— KO ; 
on forme OH,L, directement semblable à OHC et 
OA, K, symétriquement semblable à ce même triangle 
DAC Monttrace A, A: — OL, et H,H, —OK,. La 
corde HI étant égale au côté WX du quadrilatère 
cherché, on mène OT perpendiculaire à cette corde HI 


. DEEE Ô 
et ayant par suite pour inclinaison Æ et l’on coupe 


cette droite de manière que H,T soit égal à OH,. On 
a OT—OH; +cjOH, &è. Enfin, construisant OTU 
symétriquement semblable à O A, F, la droite qui divi- 
sera perpendiculairement OÙ en deux parties égales 
coupera la circonférence donnée au sommet X du qua- 
drilatère demandé XAYBZCW. 

Dans la figure, la direction arbitraire OH a été prise 
suivant OC, de telle sorte que les triangles OHC, 
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OH,L,, OA,K, 5e trouvent réduits à trois droites 
divisées proportionnellement. 

La solution qui précède et qui est textuellement, 
sauf les notations, celle de Bellavitis donnée dans l’£x- 
position de la méthode des équipollences, présente 
l’avantage d'indiquer les calculs au moyen desquels on 
peut déterminer numériquement le sommet X. 


194. Cherchons maintenant à circonscrire à un cercle 
un polygone dont les angles aient leurs sommets situés 
sur des droites données ou soient de grandeurs don- 
nées. Nous reproduirons ici encore la solution par la- 
quelle Bellavitis ramène le problème à celui du numéro 
précédent, mais nous laisserons au lecteur le soin de 
construire la figure. 

Les droites données seront définies par les perpendi- 
culaires OA, OB/,... abaissées du centre. Les points 
de contact, en prenant le rayon OH pour origine des 
inclinaisons, seront déterminées par les équipollences 


OX = OH, OYS OUT, 


Pour exprimer que le sommet correspondant aux 
tangentes en X et Ÿ se trouve sur la droite déterminée 
par OA, il suffit donc d’écrire la condition (88) pour 
que les perpendiculaires à OA’, OX, OY en A!, X, Y 


se rencontrent en un même point. On a ainsi 


OA'cjOA'(eË—n,— en—$) 
+ OH (cj OA'en — OA'e-n + OA'e-é — cj OA'eËé) = 0. 


Cette équipollence, comme il était facile de le prévoir, 


se vérifie pour £— n. Divisée par eë — en, puis résolue. 


par rapport à ef, elle donne 


OH.OA'"— OA'cjOA'en 


(aol OA OA —OHqGOA'e1? 





EXERCICES. 143 
et cette dernière équipollence devient identique à la 


relation (16) du numéro précédent, si l’on pose 


OH? 
cjOA" 


La condition imposée aux tangentes en X, Y dese 
rencontrer en un point d'une droite déterminée A!/M 
est donc identique avec celle qui obligerait la corde XY 
à passer par le point À, situé sur OA’, et de telle sorte 
que le produit des grandeurs de OA, OA! soit égal au 
carré du rayon. 

On déterminerait de la même manière les points B, 
C,... correspondant à B’, C/,..., et le problème se 
trouverait résolu par les formules du numéro précé- 
dent. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Dans un quadrilatère, le point d’intersection M des diago- 
nales, le point d’intersection N des droites qui joignent les mi- 
lieux des côtés opposés et le barycentre G du quadrilatère sont 
en ligne droite, et l’on a MN — 3 NG. 


Conséquence immédiate de la propriété établie à la fin du n° 116, 
car on à 4MN = MA + MB + MC + MD. 


2. On divise un quadrilatère en deux par une sécante. Les 
points de rencontre des diagonales des trois quadrilatères ainsi 
formés sont en ligne droite. 


AB A'B'étant le quadrilatère donné et A" B” la sécante, on prendra 
pour origine le point de rencontre O de AA’ et BB’. Posant alors 
a OA = mn, OA”=\m'r,0B= pr, O0B'= p'r, OB"= p'r, 
on déterminera les points de rencontre X, X', X” par le procédé de 
décomposition, et l’on trouvera la relation 


L 2 I : I I AS I I TUE 
rm ml ere EE 0e 
m'p mp", m"p mp 17 UN Ci 
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3. Dans un quadrilatère ABCD, soient I le point de rencontre 
des diagonales, M le milieu de la droite joignant les milieux des 
diagonales. En joignant IM et prolongeant cette droite en MO 
d’une longueur égale à elle-même, on obtient un point O qui 
jouit des propriétés remarquables suivantes : 


1° Les triangles OAB, OCD ont des aires équivalentes, et il 
en est de même de OBC, ODA ; 
2° Le barycentre du triangle OPQ, P et Q étant les milieux 
des diagonales, est le même que celui de l’aire du quadrilatère. 
En prenant O pour origine, on détermine les quatre sommets par 
les équipollences 
A=P+a@4Q, B — Q+ Êp, 


C—P—aQ, D — Q— $r, 


d’où se déduisent les propriétés en démonstration. 


4. Soient ABCD un quadrilatère inscriptible, sy, Sas Sb» Se 
les aires des triangles ABC, BCD, CDA, DAB ; O un point quel- 
conque du plan; a, b, c, d les longueurs des droites OA, OB, 
OGC, OD. 


Démontrer la relation 


a? sa — b?s,-+ C25: — d?57= 0. 


e r1r a æ p w à 1VISION 


de l’équipollence conjuguée, et l’on rapportera tous les points à l’o- 
rigine arbitraire O. Le calcul, un peu long peut-être, n’offre aucune 


difficulté, 
Il est visible que ce théorème général donne de nombreuses pro- 


priétés particulières du quadrilatère inscriptible. 


5. Soient A1 A2 A3 A, A; un pentagone ; A; A A», ..., A5 A’, As, 
des triangles équilatéraux construits sur les côtés de ce penta- 
gone. Traçons A A1, A°; A1, et prolongeons ces lignes en A; A", 
A,A", de longueurs égales à elles-mêmes. Si G est le barycentre 

à LA 1 AN “3 <. ! ! 1 
du triangle A, AA et K celui du triangle AA A", le 
triangle A, GK est équilatéral. 
T 

En posant e&ë — À, d’où À?= À —1, Â=—1, ... on trouve l’iden- 

‘tité 


OA! + à OA! + (à — 1) OA’, — OA! ==) OA CN PNONES 
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qui peut s’écrire 


DA EPA AT A A, — \(A,AS + AA, — A; AS) 
La propriété énoncée s’en déduit immédiatement. 


6. Sur les côtés AA», A2 A3, .…, Aç A1 d’un hexagone, on 
construit des triangles équilatéraux ayant pour centres A, 

2, -.., À, respectivement; D, E, F étant les milieux des dia- 
gonales A’ A’, A, A, A, A; du nouvel hexagone A’ A, A, A; 
A’, À',, le triangle DEF est équilatéral. 

En posant 





et en remarquant que 
CEA A—=—(1+ à), 
. on trouve facilement l'identité 
— (14 À) OD HXOE+OF=o 
ou, en prenant D pour origine, 


ADE + DF = 0, 


DF 2 
À — es 
DE Era 

sc 0 ——— 


10 
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CHAPITRE V. 


AIRES DES FIGURES PLANES. 


Aire d'un polygone. 


125. Nous avons déjà vu (55) comment on peut dé- 
terminer l'aire d’un polygone quelconque ABCD...F 
en faisant la somme algébrique des aires des triangles 
OAB, OBC, ..., 0 étant un point quelconque du plan. 
Nous nous proposons d’en donner ici une nouvelle ex- 
pression, qui peut avoir son intérêt dans certains pro- 
blèmes. 


Soient K, L, M, ..., Q (jig. 44) les points milieux 


Fig. 44. 





Key 


t 

1 

1 

1 

l 

l 
D 


des côtés AB, BC, CD, ..., FA, respectivement, et O 


un point quelconque du plan, que nous prenons pour 
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origine. Nous avons 


oK=04AT0B 
D 

fe OB+O0C 
2 

0Q — Se 


Formons l'expression OK cj AB : 


OK cjAB = (OA + OB)(cjOB — cjOA) 
— +; (OA cjOB + OB cjOB — OA cjOA — OB cj OA) 
— ; (OA cjOB — OB cjOA + b2— a?), 


en appelant a, b, ... les grandeurs des droites OA, 
DID 

_ Réumissant cette relation avec toutes celles qui s’en 

déduisent par symétrie, nous avons 


OK cj AB — ! (OA cjOB — OB cjOA + B— a?) 
OL cjBG = ; (OB cjOC— OCcjOB + €? — B?), 


OQ cjFA = 5(OF cjOA— OAcjOF +a?— f?), 


et de là, par addition (54, 55), 
ADN 
FR ANEET 


OK cj AB + OL cjBG +...+ OQ cjFA — ; 


Li 
2 
en appelant S l'aire du polygone. 

Donc 


(i) . S— . (OK cj AB + OLcjBC+...+ 0QcjFA). 


Il est clair qu’on aurait aussi, en écrivant l’équipollence 
conjuguée, 


(2) S— . (AB cjKO + BG cjLO +...+ FA cjQO). 


148 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE V. 


Produit des aires de deux polygones. 


126. Proposons-nous de calculer le produit des 
aires de deux triangles ABC, LMN au moyen des dis- 
tances mutuelles de leurs sommets. En représentant 


par (ABC), (LMN) ces deux aires, nous avons (54) 
16 (ABC) (LMN) | 

——(ABcjAC — cj AB.AC) (LM cjLN — cjLM.LN), 

L'identité 
(ab'— ba')(cd'— dc') 

— (ad'+ da')(bc'+ cb") — (ac'+ ca')(bd'+ db"), 
facile à vérifier, nous montre que le second membre de 
l’équipollence ci-dessus peut s’écrire 

(AB cjLM + cj AB.LM) (AC cjLN + cjAC.LN) 
— (AB cjLN + cjAB.LN )(AC cjLM + cjAC.LM). 


Or nous avons vu (53) qu’on a 
(23) q 


AB cj LM + cj AB.LM = gr? AM + gr?BL — gr? AL — gr?BM. 
— AM? + BL? — AL? — BM?, 


en supprimant ici, par abréviation, les caractéristiques. 


gr, Ce qui ne peut avoir aucun inconvénient. 
Il vient, par conséquent, 


16(ABC)(LMN) 
— (AM? + BL? — AL? — BM2?)(AN? + CL: —AL? CN?) 
— (AN? + BL? — AL? — BN?) (AM? + CL? —AL2CM2). 


En examinant le développement du second membre, 
on s'aperçoit que de trente-deux termes 1l se réduit à 


dix-huit, et que si nous considérons la combinaison de 


deux côtés AB, LM, par exemple, elle donne naissance, 
dans ce second membre, au binôme 


(3) AL? BM? — AM? BL’, 
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si bien que les dix-huit termes dont nous venons de 
parler forment neuf de ces binômes correspondant aux 
combinaisons possibles des côtés. 

De cette observation résulte la formule symbolique 
très remarquable que voici : 


(4) 16(ABC)(LMN) = [AB + BC + CA]J[LM + MN + NL], 


dans laquelle il suffit de remplacer chaque produit du 
second membre, AB.LM par exemple, parle binôme (3) 
correspondant. 


127. Cherchons maintenant à étendre le problème 
au cas de deux polygones. Pour cela, supposons qu'on 
accole au triangle ABC un autre triangle ACD, si bien 
qu'ils forment à eux deux le quadrilatère ABCD. Pour 


avoir le produit 16(ABCD)(LMN), il faudra ajouter 


au second membre de la formule (4) l'expression 
[AC + CD + DA][LM-+ MN + NL]. 

Mais, d’après la définition (3) de chaque produit 

symbolique partiel, il est évident qu’on a 
[GA][LM]-+ [AC][LM] = 0, 
si bien que tous les produits partiels dépendant du 
côté AC disparaîtront, et qu’il restera simplement 
[AB + BC CD + DAJ[LM + MN Nb]. 

Le même raisonnement, convenablement répété, con- 
duirait au produit des aires de deux polygones quel- 


conques ABC...F, LMN...Q, et nous donnerait la 


formule symbolique générale 


:, ('6CABG...F)(LMN...Q) 
SE = [AB.+ BC +...+ FA][LM + MN +...+ QL]. 


Cette remarquable expression du produit des aires 
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de deux polygones est due'à Bellavitis, qui la publia 
pour la première fois, en 1834, dans les Annales des 
Sciences du royaume lombard vénitien (1. IV, p.256). 


Pseudo-centre d’un système de polygones. 


128. Reprenons la formule symbolique (4) et rem- 
plaçons-y le point L par le centre R du cercle circon- 
scrit au triangle ABC. On reconnaît immédiatement, à 
cause de l'égalité des grandeurs de AR, BR, CR, que 


la formule se réduit à 
(6) 16(ABC)(RMN) = [AB + BC + CA][MN]. 
Formons de même le produit des aires (ACD), (R, MN), 


R, étant le centre du cercle circonscrit à ACD, et ajou- 
tons-les. Nous obtiendrons, en: vertu toujours de la dé- 
finition (3) des produits symboliques, 


(ABC) (RMN)+(ACD)(R:MN) 
— [AB + BC + CD + DA][MNI]. 


Le second membre de cette égalité ne contient pas 
les diagonales du quadrilatère ABCD, et il est par con- 
séquent indépendant de la manière dont ce quadrila- 
tère a été divisé en deux triangles. 

‘Quant au premier membre, la droite MN étant quel- 
conque, 1l représente à un facteur constant près la: 
somme des moments, par rapport à cette droite MN, 
des poids (ABC), (ACD) placés respectivement en R 
Rs 

Si l’on remarque que la relation (7) peut aisément 
s'étendre à un polygone quelconque et qu’elle peut en- 
suite s’écrire pour d’autres polygones encore, on arrive 
donc au théorème suivant : 


Pour tout polygone ou tout système de polygones 
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situés dans un méme plan, il existe un point qui est 
le barycentre de poids égaux aux aires des triangles 
distincts en lesquels ces polygones peuvent être dé- 
composés, ces poids étant respectivement placés aux 
centres des cercles circonscrits correspondants. 

Ce point est indépendant du mode de décomposi- 
tion en triangles. 


C’est à ce point remarquable, découvert par Bellavi- 
ts, que ce géomètre a donné le nom de pseudo-centre 
d’un système de polygones. 


129. Si nous appliquons au triangle ABC ce que 
nous venons de dire du pseudo-centre, il est évident 
que ce point coïncidera avec le centre R du cercle cir- 
conscrit. Par suite, si nous appelons &, 5, y les aires 
des triangles OBC, OCA, OAB, O étant un point quel- 
conque et R;, Rs, R. les centres des cercles circonscrits 
à ces trois triangles, nous aurons à la fois 


«OA +—B8OB +yOC = 0, 
aRR;+ BRR;+ YRRe= 0. 


Si le point O vient à coïncider avec le barycentre G, 
alors « = 8 — y, et R est le barycentre des trois points 


ot. 


Multilatéraux. 


130. Nous appellerons multilatéral un système de 
droites MN, PQ, ... dont la somme géométrique est 
nulle. Autrement dit, les droites qui composent un mulii- 
latéral sont équipollentes aux côtés d’un polygone fermé. 

La somme des triangles OMN, OPQ, ..., qui ont 


pour sommet commun le point O, s’exprimera ainsi 


es : (OM cjMN+OP cjPQ+...—cj OM.MN —cjOP.PQ —..). 
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Pour un autre point O’, on aurait une formule pa- 
reille, et, en faisant la différence, on aurait 


S—S'— 7 LOO'(MN + cjPQ TA 
— CjOO'(MN + PQ +...)] = 0, 


d’après la définition même du multilatéral. 

Donc la somme des triangles considérés est indépen- 
dante du sommet commun de ces triangles. Nous pou- 
vons l’appeler aire du multilatéral. 

Le multilatéral le plus simple qu’on puisse imaginer 
est celui qui se compose de deux droites seulement MN, 
PQ égales, parallèles et de sens contraires. L’aire du 
mululatéral est alors la moitié de l’aire du parallélo- 


gramme MNPQ. 


131. Il est presque évident que, dans un multilaté- 
ral, les origines et les extrémités des droites ont même 


barycentre. 
Car 
MN+PQ+...=0 
peut s’écrire 
N—M EL 0—P+,::0;, 
N+HO+..:=M+HP—+H...= 726. 


Nous pourrons appeler ce point G le barycentre des 
sommets du multilatéral. 


132. Cherchons à former le produit des aires d’un 
polygone ABCD... et d’un multilatéral MN, PQ .... 
À cet effet, prenons pour sommet commun des triangles 
le pseudo-centre R (128) du polygone. 

Nous avons, d’après la propriété caractéristique de 
ce pseudo-centre, en appelant R,, R:, ... les centres 
des cercles circonscrits aux triangles en lesquels se dé- 
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ÉHbOSenIEMpolyrone, 51, se, :/.Alest aresvde ces 
triangles et S l’aire du polygone 

S.RMN —5, RMN +5 RMN +... 
si bien (127) que ce produit s’exprimera par 
| [AB + BC+...][ MN]. 
Comme la même observation peut se répéter pour toutes 


les autres droites PQ, ...,1l en résulte que le produit 
cherché s’exprimera par le produit symbolique 


(8) PAR BC 2 AIIMN 5 PQ +: ..]: 


133. Étant données plusieurs droites MN, PQ, ..., 


A 


cherchons à en déterminer une dernière XY, telle que 
MN, PQ, ..., YX forment un mululatéral d’aire nulle. 
Nous aurons à écrire pour cela les deux conditions 
MN + PQ +...+YX —o, 
OMN + OPQ +...+ OYX — 0, 


O étant un point quelconque du plan, ou 


(9) XY—MN+PQ+..., 
(10) OXY = OMN + OPQ +..., 
c'est-à-dire 
OX cjXY — cjOX.XY — OM cj MN + OP cy PQ +... 
— cjOM.MN — cjOP.PQ —.... 


Cette dernière condition est évidemment satisfaite en 
écrivant 
OX cjXY — OM cjMN + OP cj PQ +. 
ce qui donne 


ROM CMNS OP ÉPRO Te 
ju UN PO CE 





en vertu de la relation (9). 
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On peut considérer MN, PQ, ... comme représen- 
tant un système de forces situées dans un plan et ap- 
pliquées en M, P, .... Alors XY est leur résultante, 
comme le montrent les relations (9) et (10), car cette 
dernière exprime que le moment de XY par rapport au 
point quelconque O est égale à la somme des moments 
des forces MN, PO, .. 

Le point d'application X de la résultante, déterminé 
par la formule (11), est tel, que si toutes les forces 
viennent à tourner dans leur plan d’un même angle et 
dans le même sens, la résultante tournera du même 
angle et dans le même sens autour du point X, qu'on 
peut appeler le centre du système des forces. 

Il est intéressant de remarquer toute l'analogie qui 
existe entre la formule (11) et la relation (2) du n° 18, 
qui donne le barycentre d’un système de poids sur un 
plan. Ces deux formules deviennent identiques si les 
valeurs MN, PQ, ... sont toutes parallèles entre elles et 
à l’origine des inclinaisons. On pourrait dire, pour em- 
ployer un langage purement analytique, que cette for- 
mule (11) donne le barycentre (toujours réel) d’un 
système.de poids imaginaires placés dans un même 
plan. 

IL est à peine besoin de faire remarquer que, si l’on 
prend précisément pour origine le centre X d’un sys- 
tème de forces, on a 


XM cjMN + XP c PQ +...= 0. 


Si l’on vient à renverser toutes les droites MN, PQ, … 
si bien que les extrémités deviennent origines et les ori- 
gines extrémités, le centre Y’ du système NM, QP, 
sera donné, en vertu de la formule (11), par la relation 


oy= ONGiMN +OQ cjPQ +... 
MN + cjPQ +... 
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De là 
xy— MNcjMN +PQ cjPQ +... 
Mc) MN | POS EN 





ou 
XY'cjXY = gr2MN + gr2 PQ +... 


Les points X, Ÿ, Ÿ’ sont donc en ligne droite et le rec- 
tangle des deux segments XY, XY’ est équivalent à la 
somme des carrés construits sur toutes les droites du 
système. 





\Y 


Pour le cas de deux droites seulement, MN, PQ 
(fig. 45), le point X est déterminé par la relation 
MX _ cjPQ 
XP  cjMN 





et donne lieu, comme on le reconnaît aisément, à la 
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construction très simple que voici. Il suffit de prolon- 
ser les deux droites MN, PQ jusqu’à leur rencontre O, 
de mener la circonférence passant par O, M, P, et de 
couper cette circonférence par la droite issue du point O 
et représentant la somme de MN et PQ. La propriété 
que nous venons d'établir sur le produit XY/c}XY 
donne donc ici un théorème assez simple de Géométrie 
relatif à deux circonférences qui ont un point com- 
mun. 

Reprenons les valeurs ci-dessus de OX et OY’. Si 
nous les ajoutons, en appelant Z le milieu de XY'et 
M,P, les milieux de MN, PQ, ..., nous aurons 


OM; cjMN + OP; cjPQ +... 
cJ MN + cjPQ +... 

nue OM, c) M,N + OP; c] P1Q ER 

de C] MN + cj P1Q +... 





OZ — 





} 


c'est-à-dire que Z, milieu de XY”, est le centre du sys- 
tème M, N, P, Q, ....Il serait facile d'établir encore 
beaucoup d’autres propriétés analogues sur lesquelles 
nous passons 1C1. | 


134. Pour terminer, sur cette question des multilaté- 
raux, nous nous bornerons à une propriété qui donne 
une nouvelle expression de la similitude de deux 
triangles comme cas particulier. 

Supposons qu’on ait 


(12) OA.MN + OB.PQ + OC.ST = o 


pour toute position du point O. Je dis que cette rela- 
üon exprime que MN, PQ, ST est un trilatéral et que 
le triangle formé par des droites équipollentes est sem- 
blable à ABC. 


En effet, si l’on écrit la relation (12) pour tout autre 
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point O’, il vient, par soustraction, 


OO'(MN + PQ +ST)—0 


ou 
MN + PQ + ST — o. 


Donc le système est un trilatéral. 
Portant maintenant le point O en À, il vient 


AB.PQ + AC.ST = 0, 
AB CA 


Portant le même point en B, 
BA.MN + BC.ST = o, 
AB BC 
ST MN’ 
ce qui démontre la proposition. 
Pour un triangle, on aurait 
OA.B'C'+ OB.C'A'+ OCG.A'B'— 0, 


et l’on exprimerait ainsi que les deux triangles ABC, 
A’B'C' sont directement semblables. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 


1. Deux polygones, d’un nombre pair de côtés et tels que les 
milieux de ces côtés coïncident, ont des aires égales. 


En“effet, ABC..., A'’B'C'... étant ces deux polygones, on a 
A'B'=— AB — OH, B' C'= BC + OH, C' D'= CD — OH, 
et par conséquent (125) 


20 = 2? — cj OH(OK—OL+...—0Q). 


Or l’expression entre parenthèses est identiquement nulle. 
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2. Un polygone ABC...F d’un nombre impair de côtés 
étant donné, on construit le polygone A'B'C’...F"/" tel que 
les milieux de ses côtés A'B', B'C', ..., F'I' coïncident avec les 
milieux des côtés du premier polygone. Le milieu du dernier 
côté J'A'est alors le point À. Démontrer que les deux polygones 
ont des aires égales. 


Démonstration analogue à celle de l’exercice précédent. L’expres- 
sion qui s’annule est ici 


OK —OL+. OU OM 


3. Si un polygone LMN...Q est inscriptible et si le centre 
du cercle circonscrit est À, le produit des aires des deux poly- 
gones LMN...Q, ABC...FI s'exprime symboliquement par la 
formule | 


(BC + CD +...+ FD (LM + MN +...+ QL). 


On reconnait en effet que dans ce cas tous les termes de la for- 
mule (5) du n° 127 provenant des facteurs contenant la lettre A se 
détruisent identiquement. 


4. Soit LMNP un quadrilatère inscrit dans un cercle de 
centre À, et soient AB, AC deux droites respectivement per- 
pendiculaires aux diagonales LN, MP. Le produit des aires du 
quadrilatère et du triangle ABC a pour expression 


(BM2— BP2)(CN?— CL?). 
Car, d’après l'exercice précédent, la formule symbolique se ré- 
duit à 
. (BC) (LM + MN + NP + PL) 


et, en y faisant BL — BN, CM = CP, elle donne l'expression demandée. 


5. Soient LMNP un quadrilatère; À, B, C. D les centres des 
cercles circonscrits à MNP, NPL, PLM, LMN respectivement ; 


a, B, y, à les rayons de ces cercles; 1, m, n, p les longueurs 
des droites AL, BM, CN, DP. 


Le produit des aires des deux quadrilatères LMNP, ABCD 
est égal à 


(12+ n2— 22— 2)(m?2+ p?— B2 — Ô2). 


Application de la formule (5) du n° 127 en y introduisant les hy- 
pothèses de l’énoncé. 
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6. Construire le pseudo-centre d’un quadrilatère ABCD. 


D’après la définition du n° 198, le point cherché est sur la droite 
joignant les centres des cercles circonscrits à ABC, ACD, c’est-à-dire 
sur la perpendiculaire au milieu de la diagonale AC. Pour la même 
raison, il se trouve sur la perpendiculaire au milieu de BD. 


7. Un multilatéral MN, PQ, ... ayant ses côtés équipollents 
à ceux du polygone ABCD..., on peut figurer l’aire de ce 
multilatéral en prenant un point quelconque R sur MN, un 
point S sur PQ, ... et en formant le polygone ARBSC.... 
L’aire de ce polygone sera égale à celle du multitatéral. 


Conséquence de la définition du n° 130. Car 
OM = OR + zAB, 
OM cj AB — AB cj OM = ORcj AB — AB cj OR, 
OMN = OAR + ORB. 
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CHAPITRE VI. 


QUELQUES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 


Divisions harmoniques. — Moyennes harmoniques. 
Polaires. 


155. On sait qu'un segment AB est divisé harmoni- 
quement par deux points C, D, situés sur la même 
droite, lorsque l’on a 
* AG _ AD 

CB BD 

Les quatre termes de cette proportion représentent 
alors exclusivement des grandeurs. 

Par extension, nous dirons que les quatre points A, 
B, C, D (/ig. 46) forment une division harmonique 
ou un quadrilatère harmonique, lorsque la rela- 
tion (1) est sasfaite en grandeur et en direction, c’est- 
à-dire lorsque cette relation devient une équipollence. 

Il est évident, tout d’abord, à la seule inspection de 
cette relation (1), que tout quadrilatère harmonique est 
inscriptible, car les angles en C et D sont supplémen- 
taires. 

S1 l’on se donne AB et que l’on construise sur cette 
corde une circonférence quelconque, soit EF le dia- 
mètre perpendiculaire à AB. En joignant E, F à un 
point M quelconque de AB, il est facile de reconnaître 


__ 
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que les points C et D, où les droites FM, EM cou- 
pent la circonférence, satisfont à l’équipollence (1) et 
déterminent par conséquent, avec A, B, un quadrila- 


Fig. 46. 





tère harmonique. En effet, DM et CM sont les bissec- 
trices des angles D et C, ce qui montre que 


PAM AGENT AD 
"MB CB © BD 


Cette équipollence (1) se prête à diverses remarques 
et transformations. Nous n’avons pas à insister, par 


exemple, sur la réciprocité évidente qui existe entre 


IT 


' ’ TT 
* 
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les droites AB et CD, et qui résulte de la seule inspec- 
Lion de l’équipollence. 
On peut donner à cette relation (1) la forme 


1 I LF 1 #1 
(2) | AC AD AB! 





et l’on dira que la droite AB est moyenne harmonique 
(en grandeur et en direction) de AC et de AD. 

Si S est un point quelconque du plan et sil, K sont 
les points milieux de AB et CD, l’équipollence (1) peut 


encore prendre la forme très générale 


(3) SA.SB + SC.SD = 2SI.SK. 
Si nous portons le point arbitraire S en Ï, nous 

avons 

(4) IC.ID = IB?. 


Si nous le faisons coïncider avec le centre O de fa 
circonférence, il vient, en appelant OE, OG les rayons 
dirigés suivant OI, IK, 


(5) OE? + OG2 = »OI.OK. 


136. L’équipollence (4) montre que IB est bissec- 
trice de l’angle DIC. Donc, cette droite coupant CD au 
point L et la perpendiculaire OIE coupant CD en P, 
les points P et L formeront avec CD une division har- 
monique sur cette corde. 

Il'est d’ailleurs extrêmement facile de reconnaître que 
le point P est fixe. En effet, si l’on divise par OI la re- 
lation (5), 1l vient 

M _ Se a 0R 
Les deux termes du premier membre ayant même 


. , $ 2 
crandeur, OK est la projection sur OG de la droite ; 
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et comme celle-ci a pour direction OE, il en résulte 
évidemment 


valeur indépendante, comme on le voit, du point K et 
par conséquent de la corde CD. 

Ce point P est le péle de la droite AB, qui, récipro- 
quement, est la polaire de P. De même on a 

OQ re Et, 
OK 
et Q est le pôle de CD. 

Les propriétés des pôles ct polaires par rapport au 
cercle et aussi par rapport à un angle, sur lesquelles 
nous n’insistons pas, afin d’abréger, s’établiraient facile- 
ment au moyen de la méthode des équipollences. 


137. La formule (2), lorsqu'on cherche à l’étendre 
à un nombre donné de points, conduit à une intéres- 
sante généralisation de la moyenne harmonique. 

Soient O un point pris pour pôleet À,, A:, ..…., À, des 
points donnés. Si nous écrivons 


n I I 1 


nous dirons que OM est la moyenne harmonique des 
n droites rayonnantes OA,, OA, .., OA,. 

On peut aussi considérer la moyenne harmonique de 
plusieurs droites, en les supposant affectées de coeffi- 
cients algébriques; elle est alors définie par l’équipol- 
lence 





Mat Us +. . + An “1 La e, 


h ON a OA: Sie OA, Cm OC an Vo oÀ. 


La transformation par inversion, sur laquelle nous 
aurons à revenir plus loin, rend à peu près intuitive 


À 4 La LS de 
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cette proposition, s'appliquant aux deux délinitions (6) 
et (7): 

Si les points O, À;, À:, ..., A sont tous situés 
sur une même circonférence, la moyenne harmonique 
des droites OA,, OA:,..., OA, a son extrémité située 
sur cette méme ctrconférence. 


158. Nous terminerons cette question de la division 
harmonique par la solution bien facile du problème 
suivant : Æ'tant données deux droites CD, C'D!, en 
trouver une troisième AB qui forme avec chacune 
d’elles une division harmonique. 

Reportons-nous à la fig. 46 et appelons toujours I 
le milieu de AB. L’équipollence (4) du n° 135, succes- 
sivement appliquée aux deux droites CD, C' D’, nous 
donnera 

1Bt = 1C.1D=10.10: 


Par conséquent 





a 


c’est-à-dire que les deux triangles ICD', IC'D (fig. 47) 
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sont semblables; on obtiendra donc le point I en résol- 
vant le problème déjà traité plus haut (77). Ce point 
obtenu, on mènera la bissectrice commune des deux 
angles CID, CID’, puis la perpendiculaire en I à cette 
bissectrice; on fera passer deux circonférences, l’une 
par CD, l’autre par C'D', ayant léurs centres sur 
cette perpendiculaire, et la corde commune AB à ces 
deux circonférences donnera la solution demandée. 

Il est visible que si les deux circonférences coïnci- 
dent, c’est-à-dire si les deux cordes CD, CD' ont leurs 
extrémités sur une même circonférence, sans se couper 
à l’intérieur, AB sera la corde polaire de leur point de 
rencontre P. 


Rapports anharmoniques. 


139. Étant donnés quatre points À, B, C, D sur un 
plan, on peut les grouper deux par deux, À et B par 
exemple d’un côté, et C et D de l’autre. 

Ceci étant fait, on appelle rapport anharmonique 
de ces quatre points le rapport géométrique 


AC BC  AC.BD 


(1) ADÉBD' Dep C:c Er 


Si l’on combine deux à deux les quatre points don- 
nés de toutes les manières possibles, on reconnait qu’on 
n'obtient jamais, en fin de compte, en dehors de u, 
que les deux autres rapports 


AD ÉODNAD:CE 
MAR MAD LOGIQUE 
AB DB  AB.DC 
ATV A CR DB ARS 


e . I Li ] 
et aussi les rapports Inverses —; —; 


M1 2 Ha 
Si nous examinons ces valeurs, nous voyons lout 
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d’abord qu on a 
(3) Lu Ua Us =— I. 


En outre, la relation du n° 86 


(3) AB.CD + AD.BC = AC. BD 
donne 
I 
Les a — {41 
ou 
(4) HÉURITF Ee 


Ces relations permettent d'obtenir immédiatement 
les divers rapports anharmoniques de quatre points 
quand on connaît l’un d’entre eux. Par exemple, dans 
ie cas de la division harmonique (135), le rapport y, 
est égal à — 1. 


On en conclut immédiatement 
Ha = + et Hz = 2. 


Lorsque, sans être précisément égal à — 1, le rap- 
port u, est réel, les deux autres rapports Lt, et a le 
sont aussi, et, dans ce cas, la simple considération des 
angles montre que le quadrilatère ABCD est inscrip- 
ble, et réciproquement. Ainsi [a condition nécessaire 
ei suffisante pour qu'un quadrilatère soit inscrip- 
tible, c'est que le rapport anharmonique de ses 
quatre sommets soit réel. 


140. Les trois points À, B, C étant fixes, appelons mn 


QUELQUES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 107 


A6 * 
AN : EN quel que soit le 


point M, et cherchons à déterminer un rapport tel 


le rapport anharmonique 


DE LA . . 
que Ex en y introduisant les rapports anharmoniques 


m2: 


L'identité du n° 86, appliquée aux points A, B, D,E, 
puis À, B, D, G, nous donne 


AB :DEZAE BD :AD.BE, 
— AB.DG = AG.BD — AD.BG. 


Divisant ces deux expressions l’une par l’autre, 


BD BE 
F DE: AE AD ‘AE 
(3) DO AC BD LC 
AD AG 


ne AC : L ‘ 
Multipliant par ja au numérateur et au dénomina- 








teur, on a 
; DE AE d-e 
ES Doi 


On remarquera, en passant, que la formule (5) nous 
donne le rapport anharmonique de quatre points D, A, 
E, G au moyen d’un cinquième point B. 

Si maintenant nous voulons évaluer le rapport anhar- 
monique de quatre points quelconques D, E, F, G, 
c’est-à-dire 

DE FE  DE.FG 
DG'FG  DG.FE’ 


la relation (6) nous conduit immédiatement à voir que 
l’on a 


| DE:FG .  (d—e)(f—=2) 
(7) DG.FE (d—g)(f—e) 








On verrait tout aussi facilement que tout rapport 
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multiple, comprenant 2n points, tel que 


DE.FG.HK.LM 
DM.FE.HG.LK” 


a pour expression 


Élus e) (ISF S TEA as] k)(l— m). 
(d—m)(f—e)(h—g)(l[—k) 








Si, dans les rapports que l’on veut exprimer, entraïent 
les points À, B, C eux-mêmes, la formule (5) s’appli- 


querait encore, en y introduisant les rapports anharmo- 
niques 


D IACHECUE 
AA ‘ BA à 

HIS AGE BU RES 
AB ‘ BB : 
AC BC 

CARE TES 


Par exemple, 


BC .EC B—ece e—c e—£g 


BG'EG b—g'e—g g(e—x1) 














Ces divers résultats sont à peu près identiques à ceux 
qu'on obtient en Géométrie supérieure pour des sys- 
tèmes de points en ligne droite, et comportent cepen- 
dant, comme on le voit, un degré de généralité beau- 
coup plus étendu. 


Divisions homographiques. — Figures inverses. 


TA. Prenons arbitrairement une suite de points A, 
B, C, D, ... sur un plan, et arbitrairement aussi les 
trois points À’, B', C’. Supposons en outre que les 
points D’, E’, ... soient déterminés par les égalités de 
rapports anharmoniques 

ACÉBC INA CE 0 
AD: BD MARIN BEDE 
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D’après les résultats du numéro précédent, il appa- 
rait que le rapport anharmonique de quatre points quel- 
conques appartenant à la suite À, B, C, ... sera égal 
au rapport anharmonique des points correspondants. 

En vertu de la remarque qui termine le n° 139, 1l 
résulte immédiatement de là que des points sur une 
même circonférence auront pour correspondants des 
points également situés sur une circonférence (ou sur 
une droite), le rapport anharmonique devant être réel 
d’un côté comme de l’autre. 

À deux systèmes de points, tels que nous venons de 
les définir, nous donnerons le nom de divisions homo- 
graphiques du plan. L’analogie est évidente avec les 
divisions homographiques des droites. Mais l’ensemble 
des points peut ici former des figures, dont nous al- 
lons étudier les principales propriétés. 


142. Soit J un point situé à l'infini, dans une direc- 


< "+ BJ 
tion quelconque, sur la première figure. Le rapport 7j 


devenant alors égal à l’umité, on a 
O 6) 


AG, BG _ AC 
ARE EREC" 
et, par suite, en appelant J’le point correspondant de 
la seconde figure, 
k OMNSETAE 
ÉGUUBICL AN 
Semblablement, si l’ représente un point à l'infini 
de la seconde figure et I son correspondant de la pre- 


mière, On aura 
AC.BI . À'C 
(2) BC.AI BC 


De ces deux relations, on tire immédiatement 


CI : LA IA EATR 1: 
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Rien ne particularisant les points À et B, on voit 
qu’en somme le produit IM.J'M' est constant, quels 
que soient les points correspondants M, M’. Ceci met 
en lumière une importante propriété des figures en 
question. En effet, si nous transportons par la pensée 
la seconde figure sur son plan, de manière que J 
vienne coïncider avec I, puis si on la retourne sens des- 
sus dessous, de telle sorte qu’une droite quelconque IX’ 
s'applique en IX” sur la direction de la correspon- 
dante IX, l’équipollence (3) nous montre qu’'alors nous 
aurons, pour tout point de la figure, 


IM cj IM” = const., 


c'est-à-dire que les deux figures sont transformées l’une 
de l’autre par rayons vecteurs réciproques ou plus sim- 
plement énverses. 

Nous conservons ce nom de figures inverses à celles 
que nous avons considérées tout d’abord, et dans les- 
quelles les deux centres d’inversion 1, J sont distincts. 


143. Cherchons s’il existe un point E (/g. 48) qui 


coïncide avec son propre correspondant. La relation (3) 
devra nous donner pour ce point 
IE.J'E = TA.J'A 
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ou 
(4) RATIO D TANIA 


Il y a donc deux points E, F satisfaisant à la condition. 
La somme IE + IF est égale à I”, c ’est-à-dire que si O 
est le nulieu de [J/, 1l est aussi le milieu de EF, si 
bien que les quatre points I, J', E, F forment un paral- 
lélogramme. 

En rapportant E, F au point O, appelant O' le cor: 
respondant de O, et remplaçant IA.J'A' par 10 .J'0", 


on donne aisément à la relation (4) la forme 
(5) OE? = OJ’.00", 
d’où 
OE =+#OJ.00!, OF =—Y0J.00". 

Ainsi FOE est bissectrice de l’angle J'O 0’, et les 
triangles J'OE, EOO'’ sont directement semblables. 

S1 O était considéré comme appartenant à la seconde 
figure, son correspondant O, dans la première serait 


donné par O0, = — O0", comme on le reconnaît im- 
médiatement. 


144. Au moyen des points E, F, on peut détermi- 
ner bien facilement les centres d’inversion I, J’. Pre- 
nons en effet les quatre points À, I, E, F et leurs cor- 
respondants A’, l’(à l'infini), E, F. En égalant les rap- 


ports anharmoniques, nous aurons 


FA IA FA 
FÉIELUEE, 
d’où 
BI FA | jy ABA 
AI FA AA 


on aurait pareillement 


EJ— 
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Les équipollences (1), (2) du n° 142 permettraient 
également d'obtenir les points J', I en fonction de 
trois couples À, A’, B, B’, C, C’ de points correspon- 
dants. On trouve ainsi 




















AC AC AB \ 
1 _ ; 
g GB AC 0 (re NE) 
)) 
AC AC A 
! HET ER V'E 7 Lt De FRS DORE 
Res (rc Fr) 
Lorsqu'on a 
AB RAC 
ATH AN TOP 


les points I et J’ disparaissent; les deux figures sont 
semblables, et il n’y a plus qu’un seul point E se cor- 
respondant à lui-même, lequel est donné par l’équi- 
pollence 


L'équipollence (3) du n° 142 peut se mettre sous la 
forme 


De là, on déduit immédiatement qu’à toute droite de 
la première figure, passant en 1, correspond une droite 
de la seconde, passant en J’; que plusieurs droites cor- 
respondant à des droites passant par Î forment entre 
elles des angles égaux à ceux de ces dernières; que les 
deux figures rayonnantes sont superposables par retour- 
nement de l’une d'elles. 

On reconnaît par là que, si l’on donne trois points en 
ligne droite A, B, C, auxquels correspondent trois 
autres points À’, B’ C', également en ligne droite, les 
points [ et J' seront respectivement situés sur ABC et 
A'B'C'; car autrement la droite ABC, par exemple. 


+ 
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aurait pour figure correspondante une circonférence et 
non une droite. 

Voici encore une propriété curieuse relative à ce 
cas. L'égalité des deux rapports anharmoniques 

AM.AC  A'M'_A'C 

NOTES AM .A'M' 
EC po étant réels, que EN © EN 
ont même inclinaison, c’est-à-dire que les angles AMB, 
A'M'B’ sont égaux. 


nous montre, el 


Par conséquent, si l’on joint deux points correspon- 
dants quelconques M, M’ aux divers points correspon- 
dants de deux droites passant, l’une par [, l’autre par J', 
les deux faisceaux ainsi formés sont directement su- 
perposables. 

Toutes ces propriétés et d’autres encore se présen- 
tent, on le voit, de la façon la plus naturelle, comme 
conséquences du calcul. 


145. Dans le cas particulier où les deux figures in- 
verses ont leurs centres d’inversion en coïncidence, il 
suffit, pour trouver ce centre commun I, d’avoir deux 
couples de points correspondants À, A’, B, B'. En effet, 
la formule (3) devient alors 


IA. IA’ = IB.IB’, 
d’où 


(9) re Carat 


Les deux triangles IAB’, IBA’ sont donc directement 
semblables, en sorte que la détermination du point I 
résulte du problème facile que nous avons résolu (77) 
et qui consiste à trouver le sommet commun de deux 
triangles directement semblables, connaissant leurs 
bases. 
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Les points E, F se correspondant à eux-mêmes sont 

donnés ici par la relation 
IE =— IF = yIA.I4”. 

Si l’on se reporte à ce que nous avons dit, aux n° 135 
et suivants, sur la division harmonique, et à la fig. 46, 
sauf les changements de lettres, on reconnaît tout de 
suite que EF divise harmoniquement AA, c'est-à-dire 
que le quadrilatère EAFA' est harmonique. Il en est de 
même du quadrilatère EBFB. 


Involution. 


146. Six points, conjugués deux à deux, À et À/, 
B et B’, C et C’ étant donnés sur un plan, nous dirons 
qu'ils sont en énvolution lorsque le rapport anharmo- 
nique de quatre d’entre eux, appartenant aux trois 
systèmes, est équipollent à celui de leurs conjugués 
respeclufs. 

Une analyse des plus simples permet tout d’abord de 
justifier cette définition, en montrant qu’elle s'applique 
à toutes les combinaisons qu’on peut former, si elle 
s'applique à une seule d’entre elles. 

On trouve immédiatement aussi la formule de l’invo- 
lution qui découle de là et qui n’est autre chose que la 
traduction de la définition elle-même. Cette formule 
peut affecter diverses formes, suivant la combinaison 
qu’on a choisie. Nous l’écrirons exclusivement ici de la 
manière suivante : 

(8) AB".BC'. CA'+ A'B.B'C.C'A = o. 
S1 l’on rapporte les six points à une origine arbi- 
traire O, on obtient 
OA.OA'(0B — OC + OB'— OC) 
+ OB.0B'(O0G — OA + OC'— OA) 
+ OC.OC'(OA — OB + OA'— OB')=0o 


D’? 
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S1 
Qt 


ou 
OA.OA'(BC + B'C') + OB.OB'(CA + CA”) 
+ OC.OC'(AB + A'B') —0. 
Actuellement, supposons que l’on ait une droite EF 
(fig. 49) qui forme une division harmonique, soit 


Fig. 49. 








avec AA’, soit avec BB’, et soit I le milieu de EF. Nous 
aurons (138) 


(9) TES IN LA IB:IB, 


el par conséquent, si nous choisissons Î pour origine, 
la formule ci-dessus deviendra 


IE? (BC + B'C'-- CA + C'A') — IC.IC'(AB - A'B") = 0, 
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c’est-à-dire 

(IE? —IC.IC')(BA — B'A') = 0. 
Donc 


(10) IG, IC 271% 


On voit, en conséquence, que la division EF est 
harmonique à la fois avec AA", BB’, CC”: 

On peut donc donner de l’involution cette définition 
nouvelle: Trois couples de points (ou plusieurs couples) 
sont en involution lorsqu'ils admettent une division 
harmonique commune. 

Les points E, F sont les points doubles de l’involu- 
tion ; leur milieu I en est le point central. 


147. Pour construire trois (ou plusieurs) couples de 
points en involutuon, il suffit, sur une corde com- 
mune EF, de tracer trois (ou plusieurs) circonférences ; 
si P, Q,R,... sont les pôles de EF par rapport à ces 
diverses circonférences et si l’on mène respectivement 
les sécantes quelconques PAA’, QBB", RCC, ..., les 
points À, À’, B, B', C, C’, ... seront en involuuon. 

Pour -s’assurer si trois couples de points donnés 
A, A, B, B', C, C! sont en involution, il faudra ré- 
soudre le problème de la division harmonique com- 
mune (138) pour les deux premiers couples, ce qui 
donnera EF, puis vérifier : 1° que les quatre points 
E, F, GC, C’ sont sur une même circonférence; 2° que 
CC’ prolongée passe par le pôle de EF par rapport à 
cette circonférence. 

On reconnaîtrait sans difficulté, en appliquant les 
relations (9), (10), que si plusieurs couples de points 
À, À!,B, B’, C, C', D, D', ... sont en involution, les 
points À, B, C, D, ... étant sur une même droite, les 
points A’, B’, C’, D’, ... seront distribués sur une 
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même circonférence à laquelle appartiendra aussi le 
point f. 

Nous bornerons ici les applications de la méthode 
des équipollences à la Géométrie supérieure, notre seul 
but ayant été de montrer par quelques exemples com- 
bien cette méthode s’y adapte heureusement et quel 
degré de généralité elle donne à la plupart des théo- 
ries. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI. 


1. Si l’on transforme par inversion les quatre sommets d’un 
quadrilatère harmonique, on obtient quatre points qui sont les 
sommets d’un nouveau quadrilatère harmonique. 

Déterminer le pôle d’inversion, de telle sorte que le nouveau 
quadrilatère soit un carré. 


On vérifie la relation (1) du n° 135 en y remplaçant AC, CB, ... 


; e 1 I : 
par C— A, B—C, ..., puis en faisant c — m9 AT 9-4 et l’on 
trouve ainsi 

ACL > AD! 
COPAINS 


Quant à la seconde partie de l’énoncé, on résoudra le problème en 
exprimant que les milieux des deux droites A'B’, CD’ coïncident, 
ce qui conduit à une équipollence facile du second degré. Il y a donc 
deux solutions. 


2. Soient ABC un triangle et M un point quelconque du 
plan. Soient A:, B:, GC les conjugués harmoniques de M par 
rapport aux trois couples de points (B, C), (G, A), (A, B); A, 
B>, C2 les conjugués harmoniques de M par rapport aux 
couples (B1, C1), (G1, A1), (A1, B1), et ainsi de suite. 


Démontrer que A», B», GC», lorsque 7 tend vers l'infini, ten- 
dent à se confondre avec le point H défini par la relation 
3 I { 1 
= ++: 
MH MA MB MC 


12 
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On à (135) 
2 FE I I 
MA, — MB MC 
ou, si nous posons, en général, = MK, 


MK 
9 MA! = MB'+ MC. 


On voit ainsi que tout point A! est le milieu de la droite B,_,C,_,. 
Les points A’, B;, GC, ont donc pour limite H' le barycentre de 
A'B'C'; d’où 

3 MH'=— MA'+ MB'+ MC, 





3. Un angle ACB étant donné, si on lui mène par un point O 
une sécante OMN quelconque et si l’on prend le conjugué har- 
monique P de © par rapport à MN, le lieu de P sera une 
droite (polaire du point O par rapport à l’angle). 

Si l’on mène deux sécantes OMN, OM'N’, le point de ren- 
contre Q des diagonales du quadrilatère MN N'M'appartient à 
la polaire. 

En écrivant CM =zæxa, CN = y8 et posant OC = aa +08, on 
trouvera par décomposition 


et alors, prenant O pour origine, 
C+æA 
P— — 
x 


Tree 





À 


ce qui montre bien que le point P décrit une droite. 
Quant au point Q, on trouve 





par conséquent, le point Q est situé sur la droite dont nous venons 
de parler. 


4. Si les sommets correspondants de deux triangles sont en 
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ligne droite avec un point fixe (autrement dit, si deux triangles 
sont homologiques), les points de concours des côtés corres- 
pondants sont en ligne droite. 


Application facile du procédé de décomposition, en rapportant 
tous les points au point fixe pris pour origine. 


5. Deux figures symétriquement semblables ABX ..., 
A'B'X'.... étant données sur un plan, si l’on divise les 
segments AA’, BB’, XX’, ... proportionnellement aux lignes 
homologues des deux figures, le lieu des points de division P, 
D Trestune droite. 


Le lieu des conjugués harmoniques de P, Q, Y, ... par rap- 
port aux segments AA’, BB’, XX’, ... est une seconde droite 
perpendiculaire à la première. 

AB: RTE HSE RE 

D 7 e* est un rapport géométrique constant. Si l’on 


prend l’origine des inclinaisons parallèle à la bissectrice de l’angle 
(AB, A'B'),;on a 





(© A ( 
et 
DNA ET 
GAP AB à 
Or 
(a+a')p=aA+an, 
€L 
a+ «a LUE / 
= PQ = AB + > A B'= AB + cjAB. 
De même, . 


ET PY = AX + cjAX. 


On passerait aux conjugués harmoniques en changeant a en — à, 
ce qui conduirait à 


TT P,Q,= AB — cjAB, 





da 


ESP Y AR CIAX. 
a 


On peut donner à ces deux droites le nom d’axes de pseudo-sy- 
métrie. 

La construction géométrique en est facile; nous en laissons le soin 
au lecteur. Leur intersection donne le point cherché au n° 78 (p. 75). 
Voir également l’exercice 5, p. g2. 
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6. Si deux points correspondants X, Z de deux figures planes 
sont liés entre eux par la relation 


OA.0Z + OB 


TETE EE TE 


les deux figures sont inverses l’une de l’autre, moyennant un 
déplacement et un retournement convenables de l’une d'elles. 


On voit, en effet, qu’il est facile de mettre cette relation sous la 


forme 
(ox — St) (oz + 5c) = const 





OC OC 


A rapprocher de l’exercice (5), p. 55, où l’on trcuve un cas parti- 
culier de cette propriété. 


7. Si l’on transforme une même figure par inversion par rap- 
port à deux centres différents, puis si l’on transporte arbitrai- 
rement dans le plan les deux figures obtenues, on pourra les 
amener dans une position telle, par retournement de l’une des 
deux, qu’elles soient inverses l’une de l’autre. 


C’est une conséquence de l'exercice précédent; car, si 


AZ + 0 A'u +’ 
po GE roue | 
CZ + D c'u + D’ 


z et u se trouvent liés par une relation de la forme 


(z—M)(u—pP)=K. 
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CHAPITRE VII. 


APPLICATIONS A LA THÉORIE DES COURBES. 


Observations générales. 


148. Pour représenter un point M, en coordonnées 
rectilignes, on donne son abscisse x et son ordonnée y. 
. Si OA, OB sont deux droites de longueur égale à l'unité, 
suivant les axes coordonnés, nous aurons 


OM = æOA + yOB. 
S1 l'axe des x, OA, est pris pour origine des inclinai- 
sons, 1l viendra 
(1) OM=xr+70B=x+7ye, 
Ü étant l’angle des axes. 
Si les coordonnées sont rectangulaires, 
(2) OM = x +17. 
S'il s’agit de coordonnées polaires, l’axe polaire 


étant l’origine des inclinaisons, et r, w étant les coor- 
données du point M, 


(3) _ OM= rev. 
La détermination d’un point M par l'emploi de la 


droite OM, ou m, permet, on le voit, de faire rentrer 
dans ce seul symbole tous les systèmes de coordonnées 
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imaginables, et spécialement les coordonnées rectilignes 
et polaires. 

Lorsqu'un point M se déplace d’une manière continue, 
et décrit ainsi une courbe, le déplacement infiniment 
petit MM’ qu'il subit sur cette courbe sera représenté 
par OM ou du. Il est évident que cette droite infini- 
ment petite a pour direction celle de la tangente à la 
courbe. On voit aussi qu’un point donné M peut subir 
une infinité de déplacements infiniment petits, dans 
toutes les directions possibles rayonnant autour de ce 
point sur le plan. 


La 
Le signe f y dx du Calcul infinitésimal représente 
T1 


une somme d’éléments infiniment petits, en nombre 
infini. Il en sera de même ici, mais les sommes consi- 
dérées sont des sommes géométriques. Par exemple, si 
M, AM, est un arc de courbe, qu’on peut 1denufier à 
une ligne polygonale d’un nombre infini de côtés, on 
écrira 

M3 
Ë dM = Mo — M = M; M, 

M; 

en sorte que cette intégrale est toujours égale à la corde 
. M, M, quel que soit l’arc de courbe joignant les extré- 
milés. 

Toutes les règles du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral subsistent en leur entier pour le calcul des 
droites; mais il était nécessaire d’insister tout d’abord 
sur la signification bien nette que prennent ici les ex- 
pressions différentielle ou integrale. 


Équipollence d’une courbe. 


149. Dans les équipollences (1), (2), (3) ou dans toute 
autre qui détermineraitle point M au moyen d’un système 


hi 
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quelconque de coordonnées, on doit concevoir que les 
coordonnées réelles æ, y, ou r, w, sont liées entre elles 
par une équation, si M décrit une courbe déterminée. 

On peut encore, ce qui revient exactement au même, 
imaginer que les deux coordonnées sont exprimées sé- 
parément au moyen d’une relation avec un paramètre 
réel t, variable depuis —o jusqu’à + co. Substituant 
ces valeurs en fonction de £ aux deux coordonnées dans 
l’équipollence qui détermine M, il vient 


(1) OM = o(#) ou M = o(t). 


C’est l’équipollence de la courbe M. Et, réciproque- 
ment, il est visible que toute équipollence de cette forme 
représentera une courbe lorsqu'on fera varier £ d’une 
manière continue, depuis — æ jusqu'à + co. 

La fonction © est essentiellement géométrique, c'est- 
à-dire qu’elle peut contenir deux ou plusieurs droites de 
directions différentes, et le signe & en particulier; mais 
elle reste soumise, sans aucune exception, aux règles du 
Calcul algébrique et du Calcul infinitésimal. 

C’est sous cette forme générale (1) que nous étudie- 
rons tout d’abord les principales propriétés des courbes. 
Un certain nombre d'exemples, l'examen d’une série de 
courbes particulières permettront ensuite de préciser et 
d'éclaireir, s’il était besoin, les généralités par lesquelles 
nous débutons. 


Remarque. — Une courbe (1) étant rapportée à une 
origine O, si l’on veut avoir son équipollence rapportée 
à une autre origine OC, il suffira évidemment d'écrire 


CM = OM — OC = w(#) — OC. 
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Tangente et normale. 


150. Reprenons l’équipollence d’une courbe plane 
(1) M—o(t). 


Ainsi que nous l’avons remarqué au n° 148, Le dé- 
placement infiniment petit MM’ ou du est dirigé sui- 
vant la tangente. Or, si nous prenons la dérivée de ", 
nous obtenons 

du | 
— — v'(f 
(2) an Li 7 

; . Lt Did À : 
et 1l est clair que cette dérivée 7 Où PM a la même di- 
rection que dm. Si MV (fig. 50) est équipollente à cette 


Fig. 50. 





dérivée en grandeur et en direction, on aura donc 
Es MV = v'(t), 


qui nous donnera une droite suivant la direction de la 
tangente demandée, au point M. 

Si s est la longueur de la courbe, à partir d’une ori- 
gine fixe quelconque, il est évident que ds = grdm. 
Donc, d’après ce qui précède, 

gr MV — : 


c’est-à-dire que la longueur de la droite MV est égale à 
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la dérivée de l’arc par rapport à la variable indépen- 
dante é. 

Il est évident que la normale en M est donnée par 
l'expression :MV ou £v'(#). 


151. Soit à mener une tangente par un point exté- 
rieur À ; 1l faudra qu’on ait, en appelant M le point de 


contact 
M+ u (OM= A. 


De là 


u (M = À — M. 


Écrivant l’équipollence conjuguée, il vient par divi- 
sion 
DOM Ar M 
cj OM _ cj(A—) 


Telle est l’équipollence à résoudre pour déterminer les 
points de centact. Elle est à une seule inconnue, puisque 
M et @mu sont des fonctions de £. 

Pour les tangentes issues de l’origine, elle se rédui- 
rait à 

CES 
CJM CJM 

S1 l’on propose de mener une tangente parallèle à une 
direction donnée OA —1, on verra de même que les 
points de contact sont donnés par l’équipollence 


M A 





Cj OM  cja 
Nous ne parlons pas des normales par un point donné, 
ou parallèles à une direction donnée, ces lignes n’étant 
autre chose que des tangentes à la développée, dont nous 
parlerons tout à l'heure. 


152. Si Ü représente l’inclinaison de la tangente à 
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une courbe, en M, on a (150) 
du = € ds. 
L’équipollence de la courbe peut donc s’écrire encore 
(4) M = fe ds. 


IL est clair que cette équipollence, d’un usage avanta- 
geux pour certains problèmes, ne fixe que la forme de 
la courbe, et non pas sa position, à moins que l’on ne 
donne la constante, qui est ici une quantité géométrique. 

Naturellement, 4 doit être considéré comme fonction 
de s, ou, ce qui revient au même, Ü et s comme fonc- 
tions de #4. Ces diverses quantités sont essentiellement 
réelles. 


Podaires. 


153. La courbe étant rapportée au pôle, pris pour 
origine, si nous abaïissons de ce point la perpendiculaire 
OP (Jig. dr) sur la tangente, le lieu des points P sera 





M 


la podaire. Or supposons qu’on ait mis le quotient 
P sup] qu’o e quotient == 


sous la forme ordinaire m + tu. On aura 
(5) M = n (DM + 214 (DM. 


D'un autre côté, 
M — PM + OP. 
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Le triangle OPM étant rectangle, ces deux équipol- 
lences sont identiques, et l’on a, pour OP ou p 


(6) P — zu (DM; 
telle est l’équipollence de la podaire demandée. 

Il est évident qu’en écrivant 
(a) 0m, 
aous aurions le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées de O sur les normales, c’est-à-dire la podaire 
de la développée. 


Pour tout autre pôle que l’origine, on aurait la podaire 
en utilisant la remarque finale du n° 149. 


154. Cherchons la direction de la tangente @r à la 
 podaire. En prenant la dérivée de l’équipollence (6), 1l 


vient 
OP = (Ou Ou + 1 D?2M) 
ou 
OP AUS D? M 
ST OAETE" 


. P , . r A 
Or t Om — " et, en prenant la dérivée de (5),ona 


d?M 1— Dm —1@u 
Ou m+iu 





Substituant, on trouve, par de très faciles réductions, 


a OP u u (DM 











PAM IUT 0, M 


u représentant une quantité algébrique, ou 





(8) sa) 


Cette relation de parallélisme montre que, si nous 
appelons P, le point correspondant de la deuxième po- 
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daire, les deux triangles OMP, OPP, sont semblables. 
De même pour toutes les podaires successives. | 

ILest visible aussi que la normale à la podaire passe 
par le milieu de OM. 

Nous laissons au lecteur, pour abréger, le soin d’étu- 
dier les anti-podaires successives, et aussi les podaires et 
anti-podaires inclinées, c’est-à-dire celles pour lesquelles 
l'angle OPM, au lieu d’être droit, a une valeur donnée 
quelconque. 


Développées. — Rayons de courbure. 


155. Nous définissons la développée d’une courbe 
comme l’enveloppe de ses normales. Soient M ( Jig. 52) 


Fig. 52. 





Lu 


un point de la courbe, MR la normale, et R le point 
correspondant de la développée. Nous avons évidem- 
ment 


(9) MR = R— M — cu Ou. 


u étant une quantité algébrique. 
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Comme Pr doit avoir la direction de la normale, il 
viendra donc 


OR = M + : Du PM + 1u D2M = £ OM. 


Divisant par 4 (Du et posant 





(CES: ; 
(10) Tu AN AS Dh: 
il reste 
1 Quiu(l +3) = 
d’où | 


HAE TS 


Il 


Transportant dans la relation (9), 


(Gi) MR — PER 


| et par suite l’équipollence de la développée est 


d 
(12) R— M + + (DM. 
À “ 
On a, en combinant la relation (10) avec sa conju- 
guée, 
OM  cj®?». 


DÀA— = — —— 
Om Cj UM ? 


et de là, substituant dans (11). 


2( Dm}? cj OM 
Ou cj C?2M — cj Cu (D? 





(13) MR — 


Enfin, si l’on prend l’équipollence de la courbe sous 
la forme (4) du n° 192, il en résulte évidemment 


ds 
Muriel 
(14) OM—= € di? 


ps. ; 0 À ds 


RER EE CRT ET 


Donc 1= $ Diet la droite MR peut encore être ex- 
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primée ainsi 


ds 
À 4 a 0 - . 
(15) MR = 20 
| ds , 
La longueur de MR est donc +; nous reconnaissons 


ici la définition ordinaire du rayon de courbure. 

La valeur (11) de MR est susceptible d’une construc- 
üon facile. Soient en effet MV — @m et MU = 2m. 
Abaissons UL perpendiculaire sur MV. Alors 


LU — 2). x. 

Ainsi 
t (DM = LL. 

Or 
t OM = ÀMR. 

De là 


— (@u} = MR.LU, 
c'est-à-dire 
MV? 
MV?=— MR.UL,, MR— 13 de 

En complétant le rectangle ULVZ, puis abaïssant du 
point V une perpendiculaire sur MZ jusqu’à la rencontre 
de la normale, on reconnaît qu’on obtientainsi le pointR. 

Proposons-nous maintenant de chercher la déve- 
loppée de la développée, c’est-à-dire le centre de cour- 
bure R, de la courbe (R). La formule (11) nous donnera 
LA 


RR: = *: 


@R, 
en posant 
A?r ; 
DR = LL + tu. 
Or 


t 


R=M-—+ , OM, 
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et de là, par un calcul très facile, on tire, en raison de 
la relation (10), 


; l | 
OR = 10M( + — ca — 1g (M, 
À X2 
puis 
| OR _ _Og F 
On == ee —- LE LAS 


Donc —À.elt RR, — . ®R, c’est-à-dire 


M/ À 
RRe EE Fe (— Se) 
À2 À 
156. Si l’on suppose la courbe M rapportée à des 
coordonnées rectangulaires, on aura 


M=rv+yt, OMu=Dr+iDy, cj Ou = Pr —: y, 
Substituant dans la formule (13), nous avons 


A (Dr + à Dy} (Dr — à Py) 
l _ (Or +iy)( Dir — 1D2y)—(Dr — iDy)(P?x EE?) 
(6) ! (De? + Py?(Dy — i Dr) 

| y Pr—Dr my 


MR 


Telle est l'expression du rayon de courbure en gran- 
deur et en direction. La longueur de ce rayon est évi- 
demment 


3 
(Dr Er}? 


HA D Dr roy. 


/ 





Il faut se rappeler qu'ici les coordonnées x et y sont 
fonctions de la variable indépendante t. 


157. Si l’on demande la développée imparfaite (S) 
d'angle +, c’est-à-dire l'enveloppe de toutes les droites 
MS (fig. 52) formant avec les tangentes MV l'angle 
constanta, la méthode indiquée (155) s’appliquera pour 
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ainsi dire identiquement. On aura en effet 


MS = s— M —u:t(D, 
Ds — nu + Qu PME + u D?2Met = p (ME. 


De là 


e-a+ Qu--u(l+Ài)= », 


et par conséquent 





Substituant dans la valeur de MS, 


sin 4 MR 2% 








S est donc la projection du centre de courbure sur la 
direction MS. 


Courbes parallèles. 


158. Soit proposé de trouver une courbe parallèle 
à une courbe donnée, c’est-à-dire qui ait avec celle-ci 
toutes ses normales communes. 

L’équipollence de la courbe donnée (M) étant sup- 
posée écrite sous la forme (4) du n° 155, nous aurons 


(Du = € Ps. 


Or soient MP Ïa normale commune, et P le point cor- 
respondant de la courbe cherchée. Nous avons 


MP = ipe, 
p étant la longueur de MP; puis 


PDP — Du + Z PpŸ— pe PO 
= (Ds + & pe — peb (0. 


Pr devant être parallèle à Om ou à ef, il s'ensuit qu’on 
a Pp — 0, c’est-à-dire que MP a une longueur constante. 
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159. Supposons, plus généralement, que la droite 
MP (yjig. 53) forme avec la tangente en M un angle 
constant «, et cherchons le lieu du point P, de telle 
sorte que les tangentes en M et en P soient parallèles. 

Nous aurons 

MP = pex+0, 
PP = OM + Ppe%+0 + ip PO ext, 

Exprimant que cette droite a pour direction celle de 
Om, c’est-à-dire de eŸ, on obtient 


Op sin a + p cos a (0 — 0, 
et de là, par intégration, 
p = ec—bcota — qb0, 
BAOUSposons e— a, ete — D. 
Donc 
(19) MP = ab—eu+0, 


Toutes ces droites MP, qui coupent les deux courbes 
sous un même angle constant donné, sont équipollentes 


Fig. 53. 





(58) aux rayons vecteurs d’une spirale logarithmique, 
courbe sur l’étude sommaire de laquelle nous revien- 
drons bientôt. 


13 
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Développantes. 


160. Nous définissons la développante d’une courbe 
donnée comme la trajectoire orthogonale de ses tan- 
gentes. Si donc M est un point de la courbe donnée, 
N le point correspondant de la développante considérée, 
On devra être perpendiculaire à Œm. Mais nous avons 


N —M= g (D, 
OX = ®u + Dg Ou + g P?M. 
Il faut donc, en posant, comme précédemment, 


(CAE s 
RTS 
ŒM : 
qu’on ait 
1+@g+ql=o. 
Pour intégrer cette équation différentielle, écrivons 


tout d’abord 
VHS SEA d’où du= l 44 
puis 


; nt 4 d’où dus # - 


L'équation deviendra 


y dt+y dq + q dy =0 


ou 
y dt+d(qy)= 0. 
De là 
gy =—Jy dt, 
(20) qg=—7"1fy dt =— e-Jtdt felldt, 


et l’équipollence de la développante est 


(21) N=M—+g@O, ’ 


161. Si l’équipollence de la courbe est donnée sous 
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la forme (4) du n° 152, le calcul devient beaucoup plus 
simple. On a, en effet, 


Pu= Ps, MN = us, 
el 
ON = @u + Que + sue) DA 


doit être parallèle à ze. Donc 


®s + Pu = 0, Uu—=C—S 
et 


(22) N—=M+(c—s})e, 
162. Appliquons ce qui précède à la développante 
du cercle de rayon égal à l’unité 
CMS Er 
| FENETRE _ s —t, ce qui donne 
(23) N—(1—)et, 


en annulant la constante c. Telle est l’équipollence de 
la développante. Elle peut s’écrire évidemment 
Ni 2dtE, 
et cela permet d’avoir très aisément la seconde déve- 
loppante (N,); pour cela, nous poserons 
() — Ë, ds — Cor 
d'où 


2 
S—= — + const., 
: : 


et la formule (22) nous donnera 


2 
(24) NN = (o—7 ) et 
(25) = (ire +it) et. 


Les rayons de courbure des trois courbes (N,), (N). 
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(M) sont donc respectivement 


2 


Droites diamétrales. 


163. Nous appelons droite diamétrale MW (fig. 54) 


d’une courbe, en un point M, la limite des droites joi- 


Fig. 54. 





gnant ce point au milieu d’une corde voisine, parallèle 
à la tangente en M, lorsque cette tangente se rapproche 
indéfiniment. 

L’équipollence de la courbe étant OM — »(t), soient 
M,, M: deux points infiniment voisins de M de part et 
d'autre. Nous aurons 


k et h étant deux infiniment petits positifs; c’est- 
à-dire, en développant suivant la série de Taylor, 


| h? R3 
M2 = M+ AM + — Du + ——© 8m +..., 
14 NS 
72 43 
M =M— AQM + — P?M — —— Pim+.... 
1,4 142,8 


De là, en appelant Q le milieu de M, M, 


TD 3 3 
h k qu + * +k 
1.2 1.2/0 


2 + 2 3 — 3 
LE a+ À 14 œu +... 





MM =(h+k)@M + M3M+..., 





MQ — 








[Ci — Hu + 


] 
2 1.2 
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Il faut que M, M, soit parallèle à Om; donc, enlevant 
le terme (2 + k)@m et supprimant dans ce qui reste 
les termes d'ordre supérieur au troisième, ce qui est 


h+k 
2.3" 





évidemment licite, il nous vient, en divisant par 
3(h—k)@?u+(h2 — hk + 42) 31 || OM. 


Pour que cette relation de parallélisme soit satisfaite, 
les deux termes doivent être de même ordre. Il faut 
donc que h — k soit du second ordre, ce que nous ex- 
primerons en écrivant k — k —uh?; et alors, divisant 


par ?, 


(26) 3u®D?2M + DM = vOM. 


’ 
La valeur de la quantité finie w étant déterminée par 
cette équipollence, la droite MW de même direction 


que MQ sera 
(27) MW = u Om + O2. 


Telle est la direction de la droite diamétrale cher- 
chée. | 


: 2M . É 
S1 l’on suppose, comme plus haut, que Le soit mis 


sous la forme / + :}, on peut calculer la valeur de w. 
On a en effet tout d’abord 
DM 


Son ae MS = À 2 
D = Di+ DA + (2 + 5}, 


et l’équipollence (26) devient 
Bu(l+i1)+ ® T+iIMi+(l+iX) =», 
ce qui donne 


Sui+@Pi+ali—=o, 


RONA 
# 3 À SU 
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En substituant dans la formule (25), on trouve 


| 10 TOME d ON: DÀ\° 


ou, en rapprochant de la formule qui donne RR, (155), 
(28) MW = (ur de ): 


Si donc nous prolongeons le rayon de courbure R, R 
de la développée en RO du tiers de sa longueur, nous 
aurons 

MW = À2M0; 
MW et MO ont donc même direction. 

Lorsqu'on connaît la droite diamétrale, comme pour 
les coniques, il résulte de là une construction très 
simple du rayon de courbure de la développée. 


164. L'application aux coordonnées rectilignes 
(obliques ou rectangulaires) est des plus simples. Eu 
effet, si À, 8 sont deux droites égales à l’unité, suivant 
les axes, et æ, y les coordonnées de M, nous aurons, 
x étant la variable indépendante, 


M=ZTA+YB, Ou =A+YyB®y, 
Œ®?2M = By, O3M = BRD3Yy. 


L'application de la formule (26) donne alors 


Re 
3 D?y’ 





et la valeur (27) de MW est 


y __ PyPy 
— 2y . s 
MW — y Le (or Dr JL 








Le coefficient angulaire de la droite diamétrale est 
donc 
3(Py}. 


®Dy — y 
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Osculation des courbes. 


165. Soient deux courbes (M), (N) exprimées par 
les équipollences 
M = ?(£), N= (u), 
et supposons que & soit une fonction indéterminée de £, 
[(&), telle que, pour une valeur particulière de £, on ait 
m—n. Écrivant D[f(t)] = F(£), nous désignerons 
par En, ®?w, ... les dérivées de n prises par rapport 


x 


ac. 

Attribuons à £ un accroissement infiniment petit L. 
Il en résultera pour m et n des accroissements MM’ 
et NN’. Si nous déterminons la fonction uw — f(t) de 
telle sorte que la droite M’N’ soit la plus petite pos- 
sible, elle prendra la forme L*T!», la droite » étant 
finie. 

On dira alors que les deux courbes ont en M un con- 
tact de l’ordre nr. S'il n’y a pas de singularité en M, 
l’ordre du contact sera entier. Toutes les fois que n 
est supérieur à l’unité, on dit que les deux courbes 
sont osculatrices. 

Les accroissements MM’, MN’, d’après la formule de 
Taylor, peuvent se développer ainsi 


: k? 
MM'— ROM + =— D2M+..., 
. k2 
MINE RON + — ON +..., 
d’où 
M'N'= A(@ON = Qu) + À (O2N — D?2M) +... 


Il faudra donc, pour avoir l’ordre de contact, satis- 
faire au plus grand nombre possible des équipollences 


M =N, @OM = ON, @2M = P2?N\, 
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Cherchons, d’après cela, le cercle osculateur en un 
point M d’une courbe donnée. R étant le centre de ce 
cercle, nous pouvons écrire son équipollence 


N—=R+RMe, 


et les points M, N coïncident pour uw = 0. 
On a 
@x = iRM ex Du, 
®2N = RME (Qu — Qu?), 


et pour que le contact soit du second ordre, il faudra, 
en faisant # — 0, écrire 
= :RM@u, 
®?u = RM (1@?u — @u?). 
On ne peut évidemment aller plus loin. 
Par division, 1l vient 





2m : O2 u À 
Ha RUES Qu + 't OUI 
Donc Œu = à, et 
re _ ?®OM cm 
(29) MR = A 


Donc le point R est le même que nous avons déjà 
trouvé au n° 155, en sorte que le cercle osculateur a 
pour centre et pour rayon le centre et le rayon de cour- 
bure. 

Nous trouverons plus loin quelques nouvelles appli- 
cations de la théorie de l’osculation des courbes. 


Enveloppes. 


166. Soit un système de courbes exprimées par 
l’équipollence 


(30) M—o(t,"), 
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Tr étant un paramètre réel, constant pour chaque courbe, 
mais variant quand on passe d’une courbe à une autre. 
Pour obtenir l'enveloppe de toutes ces courbes, nous 
remarquerons que tout point X de cette enveloppe, 
étant situé sur l’une des courbes (30), satisfera à cette 
équipollence (30) pourvu qu’on donne à £ et + des va- 
leurs particulières convenables. En d’autres termes, 
l’équipollence (30) représente l’enveloppe cherchée, à 
condition qu’on y considère les paramètres £ etr comme 
liés entre eux par une certaine relation. 
La tangente à l'enveloppe est donc donnée par l’ex- 
pression 
Om — re a “ = Den + Den &, 
tandis que la tangente à la courbe individuelle considé- 
rée est simplement 


puisqu'on y regarde + comme constant. 
Mais ces deux tangentes devant avoir même direction, 
il faut qu'on ait 
dr 
O+M + (CPS: F3. [| O4, 


c’est-à-dire 


(31) Dr || Dem. 
. . } L . 
Autrement dit, si LL est mis sous la forme c +1, 
x 


l'équation 
(32) M0 
nous donnera la relation cherchée entre £ et +. 
Si dans l’équipollence (30) on regarde £ comme un 


paramètre variable de courbe à courbe, et 7 comme va- 
riable de point à point sur la même courbe, cette équi- 


202 SECONDE PARTIE, — CHAPITRE VII. 


pollence représentera un second système de courbes 
tout à fait différent du premier. Si l’on cherche leur en- 
veloppe, on retombera encore sur les relations (31) et 
(32). Donc les deux systèmes de courbes représentées 
par l’équipollence (30) ont même enveloppe. 


Trajectoires orthogonales ou obliques. 


167. Reprenons l’équipollence 
(30) M—oœ(4,7T), 


où test le paramètre variable de courbe à courbe, et 
proposons-nous de trouver une courbe qui coupe toutes 
celles-là sous un angle & qui peut être constant ou bien 
fonction de +, c’est-à-dire variable d’une courbe à une 
autre. 

Nous verrions, comme au numéro précédent, que 
l’équipollence (30) représentera la trajectoire cherchée, 
pourvu que { et + soient liés par une relation conve- 
nable. C’est cette relation qu'il s’agit de trouver. 

La tangente à la trajectoire sera 


_ 


: dr 
Qu = ®,;M + PM Le? 


_et la condition du problème est 


c’est-à-dire 





et . . (A M = 
Ecrivant comme ci-dessus RE — c + iy, cette rela- 
| + 


uon devient 


REX 1 
[+ (c+ NB EE [| 8% 


O9 
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ou 
dr 
“ di 
t 
33 —— —= [ang 4. 
(33) me 8 
I e— 
dt 


Telle est l'équation différentielle qui nous donnera 
la relation cherchée. 

S1 l’on fait « — 0, on a le problème des enveloppes, 
étudié au numéro précédent, c’est-à-dire que la relation 
(33) se réduit à ÿ — 0, comme on l’a vu. 


. . (ya . . 
S1 l’on fait à — => la trajectoire est orthogonale et 
la relation (33) se réduit à 


(34) den 


Spirale logarithmique. 


168. Nous passons maintenant à l’étude particulière 
de quelques courbes, et nous débutons par la spirale 
logarithmique, à cause de la simplicité avec laquelle 
elle se présente, et de l'importance qu’elle a dans cette 
méthode. Nous en avons déjà dit quelques mots au n° 59. 

En prenant pour origine le pôle, et pour origine des 
inclinaisons le rayon vecteur égal à l'unité, l’équipol- 
lence de la courbe est 


(1) M eater. 

La tangente en M (fig. 55) est donnée par la dérivée 
(2) Qu=(a+t)eatet—(a+ti)M, 
et la normale est 


t OM = (ai —1)M. 


On a 


M I du D 





Lis à» 
Le 
Ÿ 





| 
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La podaire (153) est donc représentée par 


— 1 1 — ai 
3 P= OM := eatet 
(6) a?+1 a+r 








la podaire de la développée par 


a a(a+i 
_ata+i), 


= atet, 
a+ d'+ 1 





(4) Q = 


2 . . 4 4 
Ter à pour expression a + {; par conséquent (155) le 


rayon de courbure est 

(5) MR=:@M=(ai—1)M, 

et l’on a, pour l’équipollence de la développée, 
(6) R = aiM = aieñtet, 


169. On reconnait sans peine que les courbes (2), 
(3), (4), (6) sont aussi des spirales logarithmiques, et 





nous allons voir qu’elles sont toutes superposables avec 
la spirale donnée (1) par une simple rotation autour du 
pôle. En effet, toutes leurs équipollences sont de la 


forme 
M1 = beBeatet, 


Si nous faisons tourner tout d’une pièce cette courbe 
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(M,) autour du pôle, d’un certain angle à, nous avons 
Mo = ed bebeatet — beatet+B+ù, 


or le point de la spirale (1) correspondant à 446 +0 
est 
M’ = ealt+f+0) et+f+ù, 
Pour que les deux courbes (M,) et (M) coïncident, il 
suffit donc qu’on ait 


b—ef+ô ou 9 —logb — 6. 


Ainsi toutes les spirales obtenues sont superposables 
à la première. 


170. Ilest à peine utile de faire remarquer qu’en 
vertu de la relation (2) l’angle de @m avec m est con- 
stant et que, par suite, la spirale logarithmique est la 
trajectoire oblique, d’angle constant, de toutes les 
droites issues d’un même point; « étant l'angle con- 
stant, on a 

d'= COUT. 


171. La droite diamétrale en M (163) s'obtient bien 
aisément; Car on a, en général, Pm—(a+i)m, si 
bien que l’équipollence (26) du numéro précité devient 

3u(a+i)+(a+i} ="; 
d’où 
3u—+2a—0 


et, en substituant dans l’équipollence (23), 
(7) MW = (a+ i)( 5 +i)entes, 


ia 


HOME 3 RM. 


172. La remarque faite au n° 169 montre que l’équi- 
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pollence la plus générale d’une spirale logarithmique 
quelconque ayant son pôle à l’origine peut s’écrire 


M = ect+b ect+d 


ou, en posant eed— mo, ete —K, 


M 
(8) — = Kkt. 
Mo 
Cette forme peut être parfois d’un emploi utile, en 
raison de sa simplicité et de sa généralité. 


173. Nous terminerons cette étude sommaire de la 
spirale logarithmique par la recherche du centre de gra- 
vité d’un arc homogène M, M, de la courbe. 

D'une manière générale, on a le centre de gravité G 
d’un arc de courbe en supposant chacun de ses points 
affecté d’un coefficient proportionnel à l’arc élémentaire 
ds et en prenant le point moyen de ce système de 
points en nombre infini, ce qui donne évidemment 


(9) G—< far. 


Or l’équipollence (2) donne 


2 


ds = ÿa?+ieat dt, 





S = VARPPITE (eati — eato), 


M ds = Va?+ 1 e?atet dt, 





d?+ 1 


S1 
M ds = ——— (e?atieti — etatoeto), 
; 24+1 


0 
Donc nous obtenons 


a e2ati gta — e?24aloets a eati M1 — eatoMn 
10 CR RRe 7 DRE TR C— 
24 +1 Et CA 24a+t eats — eut 





APPLICATIONS A LA THÉORIE DES COURBES. 207 


Si nous écrivons 


UM _ eat gr M, 











II =) — ts ee 
(1) UM, et  grM; 
il vient 

«a I 
12 G = .U — St 
(2) 24 +1 1+sécaet ? 


et les constructions des points Ü et G deviennent alors 
tout à fait élémentaires, au moyen des équipollences 
Rénhiet (ra). 


Parabole. 


174. Équipollence. — L'équation de la parabole, 
rapportée à un diamètre OA et à la tangente correspon- 
dante OB, étant y?— 2px, on voit que son équipollence 

peut s’écrire 


2 
M — A A1 + YB1; 
ci 


A, et 8, étant deux droites égales à l’unité, suivant OA 
A De 

et OB. Soit _ — À, B —8; l’équipollence de la courbe 

deviendra, en remplaçant y par £, 

(1) M = {24 +6. 


Au moyen de cette équipollence, en la discutant, on 
reconnaîtrait facilement la forme de la courbe. 

En transportant l’origine en un autre point C (fig. 56) 
de la courbe, on peut amener les deux droites, coeffi- 
cients de &? et de £, à être rectangulaires. En effet, on 
aura | 

C—=C?A+ CB 


et, par soustraction, 
CM=(#—c)a+(t—c)B=(t—c}A+(i—c)(B +2caA). 


On peut toujours choisir la valeur de c de telle sorte 
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que 8 + 2cA soit perpendiculaire à À. Dès lors, prenant 
C pour origine, remplaçant é — c par #, et 8 + 2cA par 
8, l'équipollence prend la forme (1), les deux droites 4, 
8 étant rectangulaires. 

Il est clair enfin qu’en changeant £ en at, on peut 
s'arranger pour que les longueurs de 4 et de 8 deviennent 
égales. Si l’on choisit cette longueur commune pour 
unité, l’équipollence devient 


(2) M= 2+ it. 


Le calcul précédent donne de lui-même le sommet C 
de la courbe. 

Sous cette dernière forme (2) on peut bien étudier 
les diverses propriétés de la courbe, mais on ne saurait 
comparer plusieurs paraboles différentes, puisque l’on 
suppose une ligne spéciale prise pour unité. 

Soient deux paraboles, ayant même diamètre et même 
tangente à l'extrémité (ou bien rapportées toutes deux 
au sommet ): 

M = A+ EB, 


M'= {2A'—+ £p. 


Si dans la seconde équipollence nous remplaçons t 
par at, il viendra 


M'= {2a?À' + tas. 


A B a? À' ap’ . 
Posant a — Dig ON AUrA — = — — k, et l’équi- 


pollence de la seconde parabole sera 
M=A(&2A+tB) =. 


Donc les courbes considérées sont homothétiques, et 
par conséquent toutes les paraboles sont semblables. 

On remarquera qu’en laissant en évidence le para- 
mètre, l’équipollence de la parabole rapportée au 
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sommet peut s’écrire 
Lt) M—92p({?+ uit). 


175. Tangente et normale. Foyer. — En prenant 
(150) la dérivée de l’équipollence (1), on a 


(3) OM = 244 +B, 


ce qui donne la tangente en M (fig. 56). 


Fig. 56. 





Mimi "+8 
L'intersection S de cette tangente avec OA s’obuendra 
en écrivant Mu ®Mm—#aA ou 


LA +IB + u(2ataA +) = p4A = OS. 


U = — 1, PT 
eE 


(4) OS = — 1214, 


* 
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propriété bien connue, si l’on remarque que #?4 est 
l’abscisse du point M. 

Menons une droite ME qui forme avec la tangente en 
M un angle égal à celui que forme cette tangente avec 
OA. Nous aurons 





(DM }? 2 
ME = ( N} 5 ALTER 
A A 
et 
ME 2 p? 





(5) OM— =OFSM— PAS 
Cette valeur-étant indépendante de #4, on voit que 
toutes les droites telles que ME passent par un point 
lixe F; ce point est le foyer, dont on reconnaît 101 la 
propriété caractéristique. 
Soit à présent une droite MG ( jig. 56) formant avec 


la tangente un angle égal à celui de 8 avec 4; on aura 


B (Du B? 
MG — B Cu = 2{B + " 


À 





S1 actuellement OM est décomposé en son abscisse OP 
et son ordonnée PM, on a 


PM 15. 


De là 
(6) pm MORE 


2 2 A 





Lorsque l’angle AOB est droit, on reconnaît dans 
l’équipollence (6) la propriété de la sous-normale. 
Si l’on adopte, pour représenter la courbe, la forme 
simplifiée (2), la tangente est alors donnée par 
OM =21+ 5, 
la normale par 


1(OM—=AtI EX, 
et le fover par 


= 
i 
+ 
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176. Podaires. — Rapportons la courbe au foyer 
comme origine. D’après l’équipollence (5) on aura 
B2 DA + BB}? 
EM = A+ 4TB—+ — — (ta B* 
4 A 4 A 


De là, divisant par (3), 


Ce 


FM 2ÉA +B À 
andre — + — 


15 
OMC AA 2 B 


Par suite (155), 1 sera constant et la podaire s’ex- 
primera par 


(7) FP=iu @Om=ip(2t4+8). 


C’est évidemment une droite, dans laquelle il est aisé 
de reconnaître la tangente au sommet. 


Fig. 57. 





R 


Cherchons maintenant la podaire par rapport au 
sommet, et reprenons pour cela l’équipollence (2) 


AE M = 2p({?+ it). 


M 
Formant == —m+ix, on trouve tout de suite 
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2 


A 





| tai et, par suite, É 


Pi — pt (OM = (24 — 1) 


12 
2 
P 4C?+ 1 
est l’équipollence de la podaire. 


t . . 
En changeant t en 5 on lui donne la forme plus simple 





(8) PE LE (ri) 


+1 
el, en posant — { — tang7, on obtient encore 


in? 
(8') Plane P sin LA 





équipollence facile pour la discussion de la courbe en 
coordonnées polaires. 


177. Développée ; rayon de courbure. — Prenons 
toujours l’équipollence de la courbe sous la forme (2/). 
DE 2m k 
Alors @èm—4p, et, en formant = /+ th, on 
trouve 
À = — PRIT e 
4UHIT 


Donc (155) le rayon de courbure MR est 
(9) MR = p(4t+1)(i— 2), 
et l’équipollence de la développée devient 
(10) R=M+MR=p(6{2+1— 81,4). 
En prolongeant RM en MD de la moitié de sa lon- 
gueur, On à 
D=M—LiMR=pl—5+1:,(34+ 44t4)], 


Le point D appartient donc évidemment à une droite, 
qui n’est autre que la directrice; de là une construction 
des plus simples du rayon de courbure. 
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178. Parabole osculatrice à une courbe donnée. 
— Soit m = ?(t) l'équipollence d’une courbe donnée, 
et @m = MV sa tangente en un certain point M. Cher- 
chons à construire une parabole qui ait en M, avec la 
courbe, un contact d'ordre aussi élevé que possible. 
L’équipollence de cette parabole sera (174), en appelant 
MU son diamètre en M, et N un point quelconque de 
la courbe, 


(11) MN = 3? MU + zMY. 


Pour z — 0, les points N, M coïncident. Il faut donc 
(165) rendre égales, pour cette valeur 3 — 0, le plus 
grand nombre possible des dérivées ON, P?n, ... avec 
les dérivées correspondantes Pm, P?m, .... 

Or l’équation (11) nous donne, par dérivations suc- 
cessives, 

®On = 22 DzMU + DzMV, 
Œ2N = 2(Dz2+ z D?2z)MU + P?2:MV, 
ON = 2(3 DzD?2 + 3 D3z) MU + D 3 MV. 

Faisant 3 = o et remarquant que la première condi- 
lion, M = @N, entraîne Pz —1, MV —@m, on voil 
que les deux conditions suivantes seront exprimées par 
les équipollences 

D2M — 2MU -+ 23 On, 
(3m = 6 D?23MU —+ (93 z Du. 

De là, 

3 RD? z DM — MM = [3(P22:)} — PD3z]DM, 


ce qui suffit à déterminer le coefficient 3@?3; puis 
2MU = — (D2z ®m + 2m. 


Si l’on pose ®? 3 — — uw et si l’on rapproche ce qui 
précède du n° 163, on reconnaît que MU n'est autre 
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que la droite diamétrale correspondant au point M, c’est- 
à-dire que les droites MU, MW coïncident. 

IL est visible d’ailleurs qu’on ne peut pas pousser 
plus loin l’osculation, la parabole étant dès lors déter- 
minée. Le contact est donc du troisième ordre, d’une 
manière générale. 


Ellipse. 
179. £'quipollence; diamètres conjugués. — L’é- 
quation de lellipse rapportée à ses axes étant 
x? V2 
Pr RU ne 
on peut poser 
ss l 4 in £ 
CUS —- = SIn 
a Ë b Ÿ 


et alors, en prenant le centre pour origine et le grand 
axe pour origine des inclinaisons, l’équipollence de la 
courbe prend la forme 


(1) M = à cost + 1b sint. 


. 1 T 
Si nous donnons à £ deux valeurs 4, & + j? Nous au- 
rons deux points particuliers À, B de la courbe (fig. 58) 


et 


(2) | 


A—  acCosa + 1b sin, 
B —— € sin 4 + & cos a. 
De là, 
A COS + BSint = &@ COS({ + a) + 1bsin(t + 4%), 

et, comme le second membre n’est autre que le second 
membre de (1), où é est remplacé par € + «, 1l s'ensuit 
que l’équipollence peut encore s’écrire 

(3) M = ACOSéÉ + Bsiné. 


On reconnaît dans les droites 4, 8 deux demi-diamètres 
conjugués de la courbe. 


Qt 
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Des relations (2) on déduit 


ACJA + BCjB = a? — b?, 


ACjB— BCJA — — 21ab, 


ce qui démontre immédiatement les deux théorèmes 


Fig. 58. 








d’Apollonius, les seconds membres étant constants. 


180. Foyer. — Les équipollences(2) donnent encore 
la relation presque évidente 


(4) A2+ B2 = a? — b2— pr?. 


On détermine donc ainsi deux points F, F,, symétri- 
ques par rapport au centre, situés sur le grand axe. Ce 
sont les foyers de la courbe. 

La relation (4) peut s’écrire 


(5) A2=(F+B)(E—B)—=(B—Fr)(Fr—B) = — BF,BF. 


On en déduit que le produit de deux rayons vecteurs 
aboutissant à un point B est égal au carré du demui-dia- 
mètre conjugué à OB, et que ces rayons vecteurs for- 
ment des angles égaux avec ce demi-diamètre conjugué. 

Connaissant deux demi-diamètres conjugués 4, 8, on 
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peut obtenir les foyers en écrivant 


car, si nous prenons le triangle BOE directement sem- 
9 
A 
une construction de moyenne proportionnelle. 
Plus aisément encore peut-être, écrivons 


\ k à He Là \ 
blable à AOB, il vient OE = - ; et tout est ramené à 


F?— (A+ 1B)(A— 1B). 


En abaissant de À une perpendiculaire sur OB, et 
portant AK, AK, de longueurs égales à OB, sur cette 
perpendiculaire, on a 


F? — KK1, 
et tout est ramené encore à la construction d’une 


moyenne proportionnelle. 


Sur la droite OK, portons OL = 1 — OK cost. Alors 
on aura 
L — (A+ 1B)Cosé, 


M = ACOSÉ + Bsiné 


LM = — iB(cost +zsint),. 


Donc la grandeur de cette droite LM est égale à celle 
du demi-diamètre 8. 


Prolongeons maintenant cette droite LM jusqu’à sa 
rencontre en I avec la direction OB. Nous aurons 


OL + u LM = vOB 
u LM = LI, 
c’est-à-dire, en écrivant © — h + in et divisant par 5, 


(A+ in)cost—iu(cost +rsint) =», 
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Si 


ce qui donne immédiatement 
Ur LE 


Par suite LI — LM, en sorte que la droite LI a une 
longueur constante. Donc l’ellipse est décrite par le 
point M de la droite IL de longueur constante, qui se 
meut en s'appuyant sur les droites fixes OB, OK. 


181. Tangente; podaire. — Si nous reprenons 
l’équipollence 
(3) M — ACOSé + BSiné, 


elle nous donne, par dérivation, 
(6) @OM = — A sint + B cost. 


Rapprochant ces expressions (3) et (6) des valeurs 
(2),1l s'ensuit que m et Pu représentent deux dermi-dia- 
mètres conjugués. 

Soit OQ — 14 cost l’abscisse de M; cherchons le point 
S où la tangente en M rencontre la direction OA. Nous 
aurons 

M + u (PM = vA, 





ou 
A(cosé — usiné)+ B(siné + u cost) = PA; 
d’où 
j 
u —— tangt PA OS = 

80 cost” 
er 

OQ.OS — 42. 


Menons une droite MN qui forme avec la tangente 


l'angle constant AOB, 


B (DM ; PB? 
= — Bsiné + —CoSst. 
A A 





MN — 
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Alors 
B2 
N = M + MN — (s + n )cos. 


: B°? 5 
Construisant (180) E— - ; et appelant À, le point 
diamétralement opposé à À 


ONSPATHCOBE 
On a aussi 


QN=N—Q—N—aAcost = OE cost; 


par conséquent les deux triangles A, OE, OPN sont ho- 
mothétiques. 

Si OA, OB sont les demi-axes, MN est la normale, et 
elle coupe l’abscisse OQ dans un rapport constant: 

L’équipollence (5) du numéro précédent démontre, 
d’après la valeur de mu, que la normale est bissectrice 
de l’angle des rayons vecteurs. 

Si, au moyen des valeurs (3) et (6), on calcule (153) 
le rapporL F = m + ll, on trouve 

ab 


HN a? sin? t + b?2cos?t 


Par conséquent, la podaire par rapport au centre a pour 





équipollence 
Da ab(bcost+iasint) 
p—{iux OM —= —-- Ra 
a? sin? £ + b?cos?t 
ou 
( Age ab 
7) _ bcost—1iasint 
182. Rayon de courbure; développée. — La con- 


struction du rayon de courbure de l’ellipse s'effectuera, 
ainsi qu'on l’a vu au n° 155, de la manière la plus 
facile. Quant à l’équipollence de la développée, nous 
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l’obtiendrons en remarquant tout d’abord qu’on a 





@O2M—=—acost — ib sint — — M. 
Donc 
OM M 
OMR Ou 


et la valeur À (155) est égale à — mu (181) ou 


ab 
a?sin?t + b2cos°?t 





On trouve alors pour l’équipollence cherchée 


l a? — b? ER 
— a FPE TN HS Rte 3 Û 
(8) R= M + 5 Ou = b (b cost ia Sin”° d ); 


on remarquera que OP.MR = Œu?. 
183. Enveloppe des droites joignant les pieds des 


coordonnées. — L’ellipse étant rapportée à deux dia- 


mètres conjugués OA, OB, soient MP, MQ (ig.59)les 


Fig. 59. 





deux coordonnées d’un point de la courbe, et propo- 
sons-nous de trouver l'enveloppe des droites PQ. Nous 


aurons 
OP EACOSNR OQ — Bsint, 
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et un point quelconque de PQ s’exprimera par 


OX = 7OP +(1—7)OQ, 
De là 
X = TACOSÉ+(I1—"T)Bsiné. 


Cette équipollence représente le sysième des droites 
PQ, si l’on regarde + comme variant de point à point, 
et 4 de ligne à ligne. Dans le cas inverse, l’équipol- 
lence représente évidemment un système d’ellipses. On 
sait que les deux enveloppes sont les mêmes et qu’on 
les obtient (166) par la condition @,x || ®:x. Or 


D,x — 


(MLx = A cost — Bsint. 





TA Sint + (1—7T)B Cosé, 


La condition est donc 


(1—T)cost  siné 


d’où T —= COS? é. 








Tsiné cost” 
L'enveloppe cherchée a alors pour équipollence 
(9) X —ACOS?é + Bsiné. 
Ilest facile d’en discuter la forme, d’après cette rela- 
tion (9). 

184. Trajectoires obliques d’un système d’ellipses 
homofocales. — L'équipollence 
(1) M=— acost + ibsint 


nous représente le système de toutes les ellipses ho- 
mofocales s1 & et b sont variables et liées par la relation 


f étant constante. Nous pouvons donc poser 


7 s b 
= — Chr, — — Shrt, 


J 3 
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et l’équipollence (1) devient alors 





(10) M=/f(Chrcost+zShrsint). 
De là 
L DM = Shrcost +z:iChzsiné, 
18 
7 De — — Chrsint + iShtcost, 
OM 
OM 
En nous reportant aux notations du n° 167, nous 
voyons donc qu’on a C—0,y ——1,et l'équation de 
condition (33 ) devient 
d 
_. = — tang a, d’où t=k--ttangz; 


nous supposons constant l’angle «. 
Substituant dans ’équipollence (10) el posant 


ex —— FA etota — L, 
il vient 


he 
(11) ét ghtet + Fo) 


pour l’équipollence de la trajectoire demandée. 


Hyperbole. 


. Equi * diamètr ‘ugués; foyers. 
185. E ollence; diamètres conjugués; foye 
— Les analogies avec les propriétés de l’ellipse nous 

L log les p tés de l’ell 
permettront d’abréger beaucoup, en nous reportant aux 
n°% 179 et suivants. 


L’équipollence de la courbe peut évidemment s’écrire 
(Jig- 60) 


(1) M—aCht+1bSh£, 


en posant = Chr A HO 
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Les droites 
(A—aCha—+1:bSha, 
(2) B—=aShat+1:bCha 


sont deux demi-diamètres conjugués. L’équipollence 
de.la courbe peut s’écrire encore 


(3) M — ACh£t + BSht. 


Il est à remarquer que les équipollences (1) et (3) ne 
donnent que la moitié de la courbe quand on fait varier 
t de — o à + w; c’est sans inconvénient. 

Sur les expressions (2) on vérifie immédiatement les 
théorèmes d’Apollonius. De plus 


(4) A2 — B? — a? + b? = p?2, 
et cela donne les deux foyers F, F,. 

De la relation (4) on ture 
(5) 8? — AF.AF, 
résultat d’une interprétation évidente. 

Pour avoir les foyers, connaissant deux diamètres 
conjugués, il n’y a, d’après la relation (4), qu'à con- 
struire la moyenne proportionnelle entre 4+8 et 
À ps B. 


186. T'angente; normale; podaire. — La dérivée 


de l’'équipollence (3) 
(6) Ou = ASht + 8Ch£ 


donne la tangente en M; les droites m et @m repré- 
sentent deux demi-diamètres conjugués. 

Si l’on cherche l'intersection S de la tangente avec la 
droite OA, on trouve 


OS.0Q = 4?, 


Q étant le pied de l’ordonnée du point M. 
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La relation (5) nous montre que la tangente est bis- 
sectrice de l’angle des deux rayons vecteurs. 


NL 


forme avec la tangente un angle égal à AOB. Con- 





B? Sn 
— BSht + “ Ch. Cette droite 


Fig. 60. 





struisons MN’ — — MN; nous obtiendrons 
ON' = EA Ch, 


les triangles OAB, OBE étant directement semblables. 
On aurait aussi 


QN'— EO Che, 


si bien que les triangles OQN', AOËE sont homothé- 
tiques. 

Quand OA, OB sont les demi-axes de la courbe, la 
droite MN n’est autre que la normale. 

L’équipollence de la podaire par rapport au centre se 
trouverait comme pour l’ellipse; c’est 


Le ab 
RDC h I ETAT ShT 


(7) P 
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187. Rayon de courbure; développée. — On a 


DO2M = M; 
2 . « 
de là, si = — DE — [+ 1x, on tire 
) Re 
"__  a%Sh?t + b2Ch?6° 
puis 
MR = + On 
el * 
a? b? : 
} “—— F 3 Éctn 3 
(8) LRPERE (bCh3t— :aSh3t) 


pour l’équipollence de la développée. 
Ici, on a OP.MR — — @u?, ce qui fournit une con- 
struction des plus faciles pour le rayon de courbure. 


188. Asymptotes. — Reprenons la relation (4); si 
nous pOsSONns A +B—=K, 1—R— K, nous pouvons l’é- 
crire 

F? — Kki, 
: 
et il est visible que les droites K, k,, de directions con- 
stantes, sont les asymptotes de la courbe. En cherchant 
les limites de @u, pour {— oo, on vérifie tout de 
suite que les asymptotes sont les limites des tangentes. 


Si l’on pose (fig. 61) 
LowShé, Le k SU, L=KkObE L', = KiChé, 


on voit que ML est une parallèle à un diamètre trans- 
verse terminée à une asymptote, LL, et LM L, des pa- 
rallèles au diamètre conjugué limitées aux deux asym- 
ptotes. En appelant Q le milieu de ML, on a 


20.LM=A4?, ML'.ML,=—8, 20.ML'=ML.ME;="48, 
LM A 20 A 


ML 35 NTM OUR 


APPLICATIONS A LA THÉORIE DES COURBES. 2H 


résultats d'une vérification immédiate et qui donnent 
autant de propriétés géométriques. 
L’équipollence (3) de la courbe peut s’écrire aussi 


(9) M = > (Ket+Kie-t), 


équipollence qui répond à l’équation de l’hyperbele 


rapportée à ses asymptotes. 


Fig. Gr. 





Pau 
LS 


Nous ne pousserons pas ici plus loin l'étude particu- 
lière de l’hyperbole, et nous nous bornerons à faire 
remarquer que, dans le n° 184, l’équipollence (10) re- 
présente le système des hyperboles homofocales, lors- 
qu’on y regarde { comme variable de courbe à courbe 
et T7 comme variable de point à point sur la même 
courbe. 

Il est intéressant de remarquer que cette équipol- 
lence (10) peut encore s’écrire 


(10) M=/fCh(r+ it). 


Sous cette forme concise, l’équipollence représente une 


19 


226 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


ellipse, lorsque = est constant et £ variable; une hyper- 
bole, lorsque + est variable et £ constant; un système 
soit d’ellipses, soit d’hyperboles homofocales, lorsque 
et £ varient simultanément, ainsi que nous l'avons dit 
plus haut. 


Osculation d'une conique avec une courbe. 


189. Soit (fig. 62) une courbe donnée, M l’un de 


ses points, MV la direction de sa tangente en M; l’équi- 


Fig. 62. 


== 


M 


W 


pollence d’une ellipse de centre O tangente à la courbe 
en M sera, si nous appelons N un quelconque de ses 
points, 

MN — (1 — cost) MO + sintMV. 


L’équipollence d’une hyperbole de centre O' sera, 
en écrivant O'M — MO, 


MN = (Cht—1) MO + Sh:MV. 


Proposons-nous de donner à cette conique, elhipse 
ou hyperbole, un contact du quatrième ordre avec la 
courbe. Pour cela, calculons les dérivées successives, 
dans l'hypothèse de l’ellipse, en considérant £ non pas 
comme variable indépendante, mais comme une cer- 
taine fonction de la variable indépendante figurant dans 
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l’équipollence de la courbe. Nous aurons 


ŒON — (sin {MO + cost MV) Mé, 
ON = (cost MO — sin MV) (De, 
+ (sin£MO + cost MV) 26, 
G3N = (— sin£tMO — cost MV) (Pe3 
+ 3(costMO — sinéMV) (Dé(D2é 
+ (sin£MO + cost MV)(%E£, 
ŒON = (— cost MO + sin£tMV ) tt 
+ 6(— sintMO — cost MV) (De? (24 
+ 3(cost MO — sinéMV) 222 
+ 4(costMO — sintMV) Pet 
+ (sinéMO + cost MV) (te. 


Pour l’hyperbole, 1l faudrait évidemment remplacer 
sin et cos par Sh et Ch et substituer des signes + à 
tous les signes —. 

Si maintenant, faisant £ — 0, nous exprimons (165) 
que les dérivées @m, ®?m, ... sont identiques aux ex- 
pressions que nous venons de trouver, nous aurons, 
pour les conditions du problème, en réunissant le cas 
des deux coniques, 


Qu —= PiMV, 
 ®tu = PE2MO + P2E:MV, 
Ou = 30H @P2EMO + (@36 ZE Dé) MV, 
Dia = (TE Pit + 3 D28 + 4 Dt M3) MO 
(= 6221 + Dit) MY. 
Posons maintenant 
DE p, Mt —pg, Mi=p(igtEpi-pr), 


et les équipollences ci-dessus deviendront 


ai Ou = pMV, 
(7 2m + g Ou = p?MO, 
(3) Dim + 3q Du = r OM, 


(4) Gtm— (159? + fr E3p?)®?u = sPM, 
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s représentant une quantité algébrique qui est égale à 
+ 0p?qg +15? +—4rq+ ee Le signe supérieur ré- 
pond au cas de l’ellipse et le signe inférieur à l’hyper- 
bole. 

Si l’on rapproche les relations (2) et (3) des équipol- 
lences (27) et (26) du n°163, nous voyons tout d’abord 
que MO n’est autre que la droite diamétrale MW. 

L'équipollence (3) donnera les valeurs de g et de r; 
l’équipollence (4) permettra d’en déduire la valeur de 
+ 3p?; si cette valeur est positive, on pourra dire que 
la courbe est à courbure elliptique; et à courbure hy- 
perbolique si la valeur est négative; si elle était nulle, 
on aurait, au point considéré, une courbure parabo- 
lique. 


190. Supposons, comme nous l’avons déjà fait (164), 
que la courbe donnée soit rapportée à des coordonnées 
rectilignes, et que æ soit la variable indépendante. 

Alors, d’après ce que nous avons vu, les relations (3) 
et (4) se réduiront à 


O3y + 3qg P?y = 0, 
D+y AE (15? ses 3p?)®?y es 10 


et, par suite, 1l viendra 


; Dty, "5 OPA 
4 + 3 p?2 — = — = . 
6) AE Œ?y 3 (2) 





Le signe du second membre indiquera donc de quelle 
espèce est la courbure. 


191. Appliquons ceci à la développante de cercle (162) 


dont l’équipollence est 


M—(1—ut}et. 


APPLICATIONS À LA THÉORIE DES COURBES. 220 


(DM= fef, OM = (1+ ct}ct, 
O3m—(21—1)et, Pim=—(3+ct)et. 
La relation (3) se réduit à 
3q—t+(3qt+2)i=rt, 


ce qui donne 


L’équipollence (4) donne alors 


8 


À 2 3p+) (1+ 26) = st, 


| 4 


et, en annulant le coefficient de 2, 
4 Site 
DAT ÉGR Rats ÿ CE CR 


A 
(6) DA ER ; 


S À 1 





Cette valeur étant essentiellement positive, la déve- 
loppante de cercle a une courbure elliptique en chacun 
de ses points. Les relations (1) et (2) serviront à déter- 
miner les deux diamètres conjugués MV, MO de lel- 


lipse osculatrice. 
La spirale logarithmique (168) ayant pour équipol- 
lence 
M = etiet, 
la relation (3) donne 
(a+iP+3q(a+i)=r; 
d’où 


Tee) r=—(a?+1). 


_ La relation (4) se réduit alors à 


2 
(a+ iÿ — (2e — {a —{+3pt) tbe 
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et, en annulant le coefficient de #, on trouve 


2 
(7) E3p=3+T. 


La spirale logarithmique est donc aussi à courbure 
elliptique en chacun de ses points. 


Cycloïde. 


192. É'quipollence ; tangente ; normale. — Si nous 
définissons la cycloïde par sa génération géométrique, 
l'est bien aisé de voir qu’en prenant pour origine des 
inclinaisons la droite décrite par le centre de la circon- 
férence et pour unité de longueur le rayon, nous au- 
rons pour l’équipollence de la courbe 


(1) M —t—uet, 

La dérivée qui nous donne la tangente est 
(2) OM = 1 + Et. 
La normale sera donc (fig. 63) 
(3) MN = :@m = 1+uet. 
Ajoutant (1) et (3), 
(4) N—={+1, 


ce qui montre que la normale passe par le point de con- 
tact du cercle générateur avec la base. La tangente 
passe donc par l'extrémité opposée du diamètre. 


193. Rayon de courbure; développée; courbes pa- 
rallèles. — La dérivée seconde est 


(5) @2M = et. 
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De là 


Il 


° I t 12 
—— = ———— —=— - tang — + — 1. 
2 2 


2 


Ainsi (155) À — À, et le rayon de courbure 


(6) MR — - Du — 2i@m = 2 MN 


s'obtient en prolongeant la normale MN d’une longueur 
égale à elle-même. 


La développée a pour équipollence 
(7) R=M+921@M—=a2i+ét+ ic; 


c’est évidemment une cycloïde égale à la première. 


Fig. 63. 





La développée imparfaite (157) sera déterminée par 
la valeur 


: e 
MS — sin MR € 


— 2 sina(1+c/)et, 
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d'où 
S—t—iet + 2eXsina(r+et), 


(8) S — 2e%sinx + { + et(sin2x —1Ccos24). 


On voit encore que c’est une cycloïde ordinaire, le 
coefficient de et ayant une grandeur égale à l’unité. 


Le t 
L'inclinaison de la tangente est =» car Om peut s'é- 


crire 
t x t 
est (ee 2) = 2Cco8-E?. 
à 


Par suite, l’équipollence des courbes parallèles (158) 


à la cycloïde est 
t 
(9) p—é— et + ipe?. 


194. Trajecioires orthogonales d'un système de 
cycloides. — Supposons qu’une cycloïde se déplace 
parallèlement à sa base. Le système de toutes les cy- 
cloïdes ainsi obtenues sera représenté par 


(10) M=T+é—uet. 


Pour avoir (167) la trajectoire orthogonale de toutes 
ces courbes, nous écrirons 





OxrM =1, MyM = 1+ Et, 
M I x ) 
- = —([r—ztang-): 
(4 M 2 2 


Donc, dans l’équipollence (34) du numéro précité, 
‘ d 
C—*+, ce qui donne _. —— 9, T—4— ot, et la tra- 
jectoire cherchée aura pour équipollence 
(11) M—=k—t— et. 


C'est encore une cycloïde égale à la première. 


195. Conique osculatrice. — Les dérivées succes- 


4 
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sives jusqu'à la quatrième sont 
M = 1 + £t, O2 = cet, O3M = —- et, QOtM = — cet. 
L’équipollence (3) du n° 189 donnera donc 
— et+ 3iget = r(r1+et), 


et l’on en déduit aisément 





I Ü 
(12) q=Ztang > rene 


L’équipollence (4) devient alors 


2 





à à 6 d 
— et — yet 3 tang?= — Op == s(t-HEt), 


cos? — 
à 


et, en multipliant par £e”!, 


2 





5 U 
nine — One SLR et) 


cos? — 
2 
— is (1+ cost — rsint). 


De là on tre s — 0, et 





2 5 A 
Prop — =tang?— —1, 
cos? À ; « 
I (A 
13 HE 3p? = —|[2+séc?- ). 
(13) P 5 { :) 


La courbure de la cycloïde est donc elliptique en 
tous ses points. 

Les deux diamètres conjugués déterminant l’ellipse 
osculatrice seront donnés (189) par 


I 


I 
MO = — [rt + q(i+et)], MV = -(1+et), 
7il q( )] ca ) 


en remplaçant p et g, bien entendu, par leurs valeurs 
précédentes (12). 
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196. Rectification et quadrature. — De l’expres- 
sion 
t 
OM = 1 + ef = 2 COS — €? 


on déduit 


à 
t 3 


c2 dt 


dM = 2 cos 
2 


l 
ds = gr dM = 2 cos À dt. 
Intégrant depuis {== 0, 


(14) s — 4 sin-- 


Telle est l'expression connue d’un arc de cycloïde. 

L’aire s du secteur ayant l’origine pour sommet se 
trouvera au moyen de sa différentielle, qui est évidem- 
ment l’aire élémentaire 


ds — -(Mcjdm— ducj) 


I Se 


ou, en remplaçant m et du par leurs valeurs (1) et (2), 
(15) ds = +(1+ cost + tsiné). 
De là, par intégration, 

s—=+(t+2sint — tcost}), 


(16) ç — sint + { sin? 


. 


DIS 


en faisant 5 — 0 DOut CE 0: 


O©Ot 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII. 


1. Une parabole se déplace parallèlement à elle-même, de 
manière que son sommet décrive la courbe dans sa position ini- 
tiale. Chercher le lieu des pôles d’une droite fixe. 


L’équipollence de la parabole, en prenant le paramètre pour unité 
de longueur, peut s’écrire : M = {+ ti. Le point C, où la tangente 
est parallèle à la droite fixe, est donné par @ + œi, si 24 est la co- 
tangente de l’inclinaison de cette droite. La parabole étant venue 
dans une position quelconque, on n’aura qu’à voir ce qu’est devenu 
le point C, à mener une parallèle à l’axe jusqu’à la rencontre de la 
droite et à prendre le symétrique de l’intersection par rapport à C; 
c'est-à-dire qu’on aura 


E+ti+æ+aitu—=k+vo(2x+i), 
u—k+2at+ ax — 1, 
x—26—92at—k+(t+a)t. 
On voit sans peine que le lieu est une parabole. 


Si le sommet, au lieu de décrire la parabole, décrivait une courbe 
f(t) +iv(é), l’équipollence du lieu serait 


x—=2/f(t)—2ap(t)—k—+i[o(té) +a]. 


2. Lieu des foyers des paraboles passant par deux points 
fixes et dont l’axe a une direction donnée. 
Soient P, Q les deux points, O le milieu de PQ et OX le diamètre 


commun passant par O et que nous prenons pour origine des incli- 
naisons. Une parabole quelconque coupant OX en C, on a (174) 


CP = £& CA + € CB, 
CA et CB étant dirigées suivant OX et OP. Donc 
& CA = CO, #1CB OP 
et (175) | 


2 2 2 2 
CB OP OF — CHERS OP 


DCR, oc’ FUCSRE vai 


Le lieu est évidemment une hyperbole, et l’on reconnait sans peine 
qu’elle a pour foyers P, Q et pour l’une de ses asymptotes OX. 


3. On donne deux circonférences et un rayon fixe AA’, BB’ 
dans chacune d’elles. Ces rayons tournent d’angles égaux, soit 
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dans le même sens, soit en sens contraires, et viennent en AX, 


BY. Trouver, dans l’un et l’autre cas, le lieu du milieu Z de la 
corde XY. 


On prend pour origine le milieu O de la ligne des centres. 
1° Rotations dans le même sens : 
AX — AA'e!, BY = BB'e!, 
OZ = L(AX + BY} — 1 (AA'—+ BB") st, 

Le lieu est une circonférence de centre ©. 
2° Rotations en sens contraires : 

AX = AA'e, BY = BB'e, 

OZ = + (AX + BY) 
[(AA"-+- BB") cos0 + z(AA'— BB’) sin]. 


1 
2 
1 
2 
Le lieu est une ellipse ayant pour demi-diamètres conjugués 


OP=—21(AA'+BB'),  OQ = 1(AA'— BB). 


Si AA'=— BB, il se réduit à une droite. 


4. Soient O le centre d’une ellipse; PM, PM deux tan- 
gentes en M et M'; MN et M'N’ les normales terminées au 
grand axe : 

1° Les triangles OMP, OM'P sont équivalents ; 

2° Les triangles NMP, N'M'P sont semblables. 

} (DosrTor.) 

“Écrivant m + u Ou — m'- w' Du — P, on trouve 

u—=—u'; 
puis 


a? a b? a? 7. b? 
N'æ — coSé, n'a cos é”. 
a a 








1 Si MT = Ou, M'T'= Pu', on a pour les aires 
OMP = u.OMT, OM'P =—u. OMS 


Or OMT, O M'T' sont équivalents (théorème d’Apollonius ). 
2° La vérification de l’équipollence 
DE PNE 
MP  cjM'P 
résulte d’un calcul des plus simples au moyen des valeurs précé- 
dentes. , 
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5. Une ellipse tourne autour de son centre. Trouver le lieu 
des points de contact des tangentes parallèles à une direction 
donnée. 


Prenant la direction donnée pour origine des inclinaisons, on a, 
, pour un point M de l’ellipse variable, 


M = (acosé + 1ibsint)ef, 
et l’on exprime que la tangente 
Ou = (— asint + ib cost) e“ 


a une inclinaison nulle, ce qui donne 


On trouve alors, par substitution, pour l’équipollence du lieu cher- 
ché, ; 
T COLE . 
ni  ——— — [( a’ — b)sina cosa + (a? + b*)]. 
Va sin? à + 4? cos? 





6. Une ellipse donnée de forme et de grandeur se déplace 
de telle sorte que ses deux foyers restent respectivement sur 
deux droites OA, OB. Trouver le lieu des points de contact 
des tangentes parallèles à OA. 


On prend OA pour origine des inclinaisons. GC étant le centre de 
la courbe, 8 l’angle dont elle a tourné, un de ses points est donné 
par CM =(acost + ibsint)e, et, pour que la tangente en M soit 
parallèle à OA, on trouve 











b cost 
—— ng à 
asiné 
Or CF, =— CF = ce, et de plus OF = x, OF, = yef, en appelant 8 
l’angle AOB. De là, on tire 
__2csinû __ 2csin(8 —$) 
sing ” « sin $ 
C 
RNCRATE 19 à 6 
(1) OC— RG US 8) + sin6.s], 
OM = OC + CM = else (6 — R)+ sin0.e] 
(2) \ I me 4 H 
+ —— —— — É sin 20 £(@+0t) |, 
{a sin?6 -- b? cos:0 L2 


équipollence du lieu demandé. 
L’équipollence (1) donne le lieu du centre C. 
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7. Lieu décrit par le centre d’une ellipse qui se déplace pa- 
rallèlement à elle-même en touchant constamment une ellipse 
fixe égale à la première et dont les axes sont perpendiculaires 
à ceux de la première. 

Il est visible que, M étant le point de contact et M’ celui où une 


droite perpendiculaire à la tangente commune touche l’ellipse fixe, 
on à, pour le centre X, 


X—MEiM: 


Un calcul assez simple donne 


b’ \ 
X= [a T = - ] COSC 
Va sin?é + b' cos’t 


. ° " 
+i( DE ————— A siné. 
Va sin?£ + b‘ cos’ t 


Il est évident que la tangente en X est parallèle à la tangente 
commune. 











8. On considère deux points donnés P, Q comme les extré- 
mités de l’un des diamètres conjugués égaux d’une ellipse. 
Trouver le lieu des sommets et celui des foyers de cette 
courbe variable. Trouver le lieu des centres de courbure en P 
et ©. 

Le centre commun © des ellipses est le milieu de PQ. Prenons 
OP pour origine des inclinaisons et posons OP = p. Si OX, OY sont 
les deux demi-axes, on a 





Z+Y= DY32, = £i, 
4 V2 . (lieu des sommets : circonférence ), 
1 + Zi 
p V2 Wir 


F— x? + x? — à — zi) (lieu des foyers) 


I —+- z? 
L’équation en coordonnées rectangulaires est 
(a+ y} = 2p°(x° — y?). 


Le centre de courbure R en P est donhé par 








£ 
PR= 
À 2 
a vec . 
2% 
À = = 4 
1 + 3° 





"8 
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ou 





Le point R a donc pour lieu la droite perpendiculaire en O à OP. 


9. À et B sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
d’une ellipse variable dont le céntre GC parcourt une courbe 
donnée. Trouver le lieu des foyers. 

On a 

CA: + CB? — CF? 
ou 
F—2CF + C — 20 —2C(A—+8B)—+ A? + p°. 


Prenant pour origine le milieu de AB, 
F?— 2CF — C? — À° — B? = O, 
WG 2 (os 8): 


en appelant 2/7 la longueur de AB. 
C’est l’équipollence du lieu demandé. 
Il y a lieu de remarquer la relation 


Or _r+c 
(Dur c 


qui permet d’obtenir la tangente en K. 
Appliquer au cas où A, B sont deux sommets non opposés. Le 
lieu décrit par C est alors la circonférence de diamètre AB. 


10. À et B sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
d’une hyperbole variable (le point À appartenant à la courbe) 
dont le centre C parcourt une ligne donnée. Trouver le lieu 
des foyers. 


Question analogue à la précédente. La relation est 
CAs— CB: = CF, 
E— 2FC + C + 2C(A—RB) = 0, 
FC 200, 
équipollence du lieu demandé. 
11. Une hyperbole variable a, avec une ellipse donnée, un 


système de diamètres conjugués communs en grandeur et en 
position. Trouver le lieu des foyers de l’hyperbole. 


240 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


Les deux demi-diamètres conjugués étant 
OA’ — a cost + ibsint, OB' — — asint + ib cost, 
on calcule 
OF? — OA"? — OB", 
ce qui donne 


OF = + (a+ b?) cos2t + abisin2t. 


C’est l'équipollence du lieu demandé; elle donne une construction 
fort simple. L’équation en coordonnées rectangulaires est 


| PES 32\2 1 \2 
PTT) + (252% 
a? + b° _ab 
12. Trouver le lieu géométrique d’un point tel que le pro- 
duit de ses distances à deux points fixes soit constant. 


Fet F, étant les deux points fixes, et X un point du lieu, l’ex- 
pression FX.F,X ou x? —(r-+r,)x+rFr, à une grandeur constante 
k:. Choisissant pour origine le milieu de FF,, on a donc 


x? + F? —— 4° el, X — VE + k2 eo). 


C’est l’équipollence du lieu. Il en résulte une construction très simple 
de la courbe par points, la quantité sous le radical exprimant une 
droite qui aboutit à une circonférence. 

On construira sans peine la tangente et le rayon de courbure en 
un pointe X de la courbe. 


13. On donne une courbe GC et un point fixe O. La circonfé- 
rence décrite de O comme centre et passant par un point M 
de GC rencontre la tangente et la normale menées en M aux 


points T et N. Construire les tangentes aux lieux décrits par 
HN AP 


On prend O pour origine, l’arc pour variable indépendante, et l’on 


4 on 
do”? 
obtient alors la direction de la normale à l’une ou à l’autre des deux 
courbes 


a alors —r=—x=cjme*. Différentiant et multipliant par à 


à À Ds = MR — 29 : UN + NT = UT, 
en construisant NU = MR. 

Cette droite UT est donc la normale à la courbe (T) et consé- 
quemment parallèle à la normale à (N). 


On doit se rappeler que, dans ce qui précède, R représente le centre 
de courbure. 


EXERCICES. 241 


14. Une courbe variable de position seulement touche une 
droite donnée en un point fixe O. Trouver : 

1° Le lieu décrit par un point invariablement lié à la courbe 
mobile ; 

2° L’enveloppe d'une droite invariablement liée à la courbe 
mobile. 


1° Soit CM = (tt) l’équipollence de la courbe mobile dans une 
position initiale; MT — & el est la tangente en M. Prenons le point 
O pour origine et pour origine des inclinaisons la droite donnée. Si X 
est la position du point C rapporté à ces nouvelles origines et qu’on 
porte OH sur l’origine des inclinaisons, de longueur MT, les deux 
OX __OH 
MC MT 

Telle est l’équipollence du lieu décrit par le point C. 

2° Dans la première équipollence de M, choisissons la droite dont 
on cherche l’enveloppe comme origine des inclinaisons. Alors la 
droite mobile est parallèle à &-Ÿ. Le point de l’enveloppe est donné 
par z=x+ue";et, en exprimant qu’on a (z3/|] e-Ÿ, on trouve 


triangles CMT, XOH sont égaux, et = 6% ou x —— we. 


pour l’enveloppe; æ + yi représente m. 
Applications faciles à un grand nombre de courbes connues, no- 
tamment aux coniques. 


15. Équipollence d’une roulette à base rectiligne. 


Si G est le point de contact, C. le point de contact initial sur la 
courbe roulante, A le point de contact initial sur la base, X le point 
dont on cherche le lieu, m = fe! ds l’équipollence de la courbe rou- 
lante dans une position fixe quelconque en prenant la position de X 
pour origine, on voit que l’équipollence du lieu de X sera 


AX = s—met. 


Chercher la tangente en X, le rayon de courbure de la roulette, le 
lieu des centres de courbure de la courbe roulante au point de con- 
tact. 

Prendre pour courbe roulante une épicycloïde, à titre d'exemple. 


16. Équipollence d’une roulette à base curviligne. 


On verrait, par une méthode analogue à celle exposée dans l’exer- 


16 
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cice précédent, que l’équipollence est 
x = f dseh — mets, 


6, représentant l’inclinaison de la tangente à la base au point de 
contact. 

On peut se proposer les mêmes questions que dans l’exercice pré- 
cédent. À 


17. Trouver la courbe dont Ia tangente en un point quel- 


conque M a une inclinaison égale aux $ de celle du rayon vec- 
teur OM. 


LA : du , 2 
La condition du problème est F7 [m3 et nous pouvons, en dispo- 
sant de la variable, écrire 

du 2 —? 

—— = 3M3 ou 1m ° du= dt 

dt 3 
Intégrant, 

M=(c+t}):. 


Si la constante c est réelle, nous avons l’origine des inclinaisons. 
x | 


5 = W l’équipol- 


Si, au contraire, € — & + bi et si nous posons £ + 


lence du lieu sera 
M=b(u+i)} =(u —3u)b+(3u —7x1)bc 


C’est une cubique dont nous laissons au lecteur le soin de discuter la 
forme. . 
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CHAPITRE VIII. 


DES TRANSFORMATIONS. 


Interprétation de l’équipollence x — o(x). 


197. Dans l’équipollence (1) du n° 149, 
Mo: (6), 


nous avons expressément supposé que la variable indé- 
pendante { était réelle. 

Si nous supposons au contraire qu’elle ait une valeur 
géométrique, c’est-à-dire que l’équipollence soit de a 
forme 


(1) Y—œ(x), 


l'extrémité de y pourra, en général, parcourir toute 
l'étendue du plan lorsque nous donnerons à x toutes les 
valeurs possibles. Mais, dans Le cas où nous faisons va- 
rier x de telle sorte que son extrémité suive une ligne 
déterminée (X) (fig. 64), l’extrémité de y parcourra 
elle-même une ligne déterminée (Y) qu’on pourra ap- 
peler la transforméeïde la courbe (X.). 

Nous pouvons donc dire que l’équipollence (1) repré- 
sente un certain mode de transformation d’une courbe 
en une autre, et, plus généralement, d’une figure en 
une autre. 
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A ce point de vue, on doit considérer une courbe 
quelconque, définie ainsi que nous l’avons fait au Cha- 
pitre précédent, comme la transformée de la droite 
origine des inclinaisons, puisque toutes les valeurs 
réelles de la variable £ ont leurs extrémités sur cette 
droite origine. 


Fig. 64. 





Il peut arriver même que la transformation de l’ori- 
gine des inclinaisons tout entière ne donne qu'une frac- 
tion de la courbe considérée, ainsi que nous l'avons fait 
remarquer déjà dans l’étude de l’hyperbole, où nous 
avons vu que l’équipollence 


M—=AChtpBSht 


donne seulement une branche de la courbe, lorsqu'on 
fait varier { de — x à + «, tandis que l’équipollence 





M = Aau+Byu?—1 


aurait donné la courbe tout entière, en faisant varier w 
dans les mêmes limites. Cette possibilité d'isoler ainsi 
en quelque sorte une branche de courbe, suivant la 
manière d'écrire son équipollence, n’est même pas l’un 
des moindres avantages de la méthode des équipol- 
lences. 
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Par contre, il importe de remarquer qu'inversement 
la transformation totale de l’origine des inclinaisons 
peut donner au delà de la ligne qu’on cherche. Ainsi la 
dernière équipollence de l’hyperbole que nous venons 
d'écrire suffit à donner la courbe tout entière quand on 
fait varier w de — co à — 1, puis de + 1 à + 00. Dans l’in- 
tervalle entre — x et + 1, la transformation de l’origine 
des inclinaisons donne en outre une ellipse, car l’équi- 
pollence peut s’écrire 





M—Au—+ cyÿ1—u? 


en posant BI —=C. 


198. L'expression m — v(t), lorsqu'on y remplace 
ainsi { par une droite, détermine ce que Bellavitis 
appelle les pornts jfictifs de la courbe (M). Il a ainsi 
étudié les propriétés des points fictifs conjugués, résul- 
tant de deux valeurs conjuguées données à {. Dans cet 
ordre d’idées, 1l est clair que tous les points du plan 
peuvent devenir points fictifs d’une courbe. Ici, nous 
ne voulons pas nous livrer à l’étude de ces points fictifs, 
si intéressante qu’elle puisse être, mais faire remarquer 
seulement qu’elle se rattache directement aux transfor- 
mations générales dont nous venons de parler. 

On verra seulement dans cette indication une preuve 
nouvelle de la réalité des faits géométriques, réalité si 
complètement mise en lumière par la méthode des 
équipollences. 


Propriéte isogonale des transformations monogènes. 


199. Nous dirons que la transformation y — w(x) 
est monogène lorsque la fonction © est elle-même mo- 
nogène, c’est-à-dire lorsqu'elle admet, pour chaque 
valeur de x, une dérivée unique w/ (x). 
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Cela étant, supposons que nous donnions à x un 
accroissement infiniment petit quelconque dx; il en 
résultera pour y un accroissement correspondant dy, et 
nous aurons 


dy - 

(2) dt : (x). 

Donnons maintenant à x un autre accroissement infini- 
ment petit 0x, de direction différente; dy étant l’ac- 
croissement correspondant de y, il viendra 


OY Va 
De là 

AC RO 

AL OL 


L'angle des éléments dv et dx est donc égal à l'angle 
des éléments dx et dy. Autrement dit : 


Dans toute transformation monogène, les angles 
se conserpent en chaque point sans altération. 


Cette propriété fondamentale est d’une extrême im- 
portance au point de vue des applications soit analy- 
tiques, soit géométriques. Elle conduit parfois à donner 
aux transformations dont 1l s’agit la dénomination de 
transformations isogonales. 

Il est à peine utile de faire remarquer que, si le 
point X se déplace suivant deux courbes différentes, 
les éléments dx et 0x sont dirigés suivant les tangentes 
à ces courbes; dy et dy seront dirigés suivant les tan- 
gentes aux courbes transformées (/ig. 64). 
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200. La dérivée . — %'(x), dans une transforma- 
x 


ion, représente le rapport géométrique des accroisse- 
ments de x et de x, c’est-à-dire des déplacements des 
points Ÿ et X. Si, par exemple, il s’agit de la transfor- 
mation d’une courbe (X), et si cette courbe est déter- 
minée par l’équipollence 


x = f(t) 


comme au Chapitre précédent, € étant ici un para- 
mètre réel, 1l en résultera 


x=e[f(t)]=F(6), 
et le rapport Ex sera égal à . : HS URRRE 
dx © DRE UE Œx 
La dérivée est donc le quotient géométrique des dé- 
rivées correspondantes des deux courbes, en les suppo- 
sant exprimées au moyen d’un même paramètre réel. 
Ceci est d’ailleurs une conséquence immédiate et évi- 


dente de la dérivée d’une fonction de fonction. 


Relation entre les rayons de courbure. 


201. Soit y — &(x) une transformation monogène, 
la dérivée (x) étant aussi monogène, en sorte que la 
dérivée seconde «”(x) est déterminée pour chaque 
point. Imaginons que x et par suite y soient évalués 
en fonction d’un paramètre réel quelconque, pris pour 
variable indépendante, c’est-à-dire que le point X soit 
assujetti à parcourir une certaine courbe, dont la 
courbe (Y}) sera la transformée. Prenant les dérivées 
par rapport à ce paramètre, nous aurons 


(5) OY = v'(x)ŒXx, 
puis 


(6) Œ2y = v'(x) 2x + p”(x) Px2. 
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De là, par division, 


F D?y __D?x y (x) 
(7) (DTA MOT o'(x) 











Actuellement posons, pour la situation particulière 
du point X considéré, 


o’(x) 
(x) 


et désignons par XR, YR’(/ig. 64) les rayons de cour- 
bure des courbes (X) et (Y), par p et p/ leurs grandeurs 


respectives, par /+iket l’+ :\ les valeurs des quo- 


Œ2x (CES 
tients —— x et D + Supposons enfin qu ’on ait pris pour 





p'(x) = act — be, 


n°4 





paramètre indépendant l’arc même de la courbe (X), ce 
qui donne évidemment, en appelant 8 l'inclinaison de 
la tangente en X, | 

x = € 


et, par conséquent, 


y = aex+0, 
L’équipollence (7) devient alors 
l'+il = 1+ x + bep# 
et, en égalant les coefficients de x, 
(8) \'= À +bsin(f +0). 


Or nous savons qu’on a 


YR'"= 


Donc 








nn | 
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et l'équation (8) prend la forme 


[44 I : 
(9) — = -—+bsin($ +6). 
P P 
. Telle est la relation remarquable qui lie les rayons de 
courbure des deux courbes correspondantes (X)et(Y}, 
ces rayons ayant d’ailleurs des directions marquées 


+ > . . Ge Ge 
respectivement par les inchinaisons 6 + = état 2 


202. On déduit de la formule (9) un théorème qui 
ne nous paraît pas avoir été signalé jusqu’à présent 
dans sa généralité. L’équation générale d’une conique 
en coordonnées polaires peut s’écrire 


(10) - — p cos0 + g sin 0 + ÿ/f cos?6 + g cos 0 sin 0 + A sin?20, 


0 représentant l’angle polaire rapporté à un axe quel- 
conque. S1 cet axe est précisément perpendiculaire à 
l’origine des inclinaisons, l’angle @ sera le même que 


. r J 
ci-dessus, et par conséquent nous pourrons remplacer à 


: I 
par sa valeur (10) dans la formule (0); — prendra alors 
une forme pareille, en fonction de 0. Mais cet angle 4 est 
précisément l'angle polaire qui correspond à p', si nous 
prenons pour axe une droite formant avec l’origine des 


. “ . TC 
inchinaisons l'angle = + 4. Donc : 


Taéorème. — St les centres de courbure R d’une 
série de courbes passant par un point X sont distri- 
bués sur une conique, les centres de courbure R' des 
courbes transformées, passant par le point Ÿ, seront 
ausst distribués sur une conique. 


Dans le cas où z fe : prend la forme csin(f +6); 


et l’on en tire immédiatement cette proposition ‘ 
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CorozzarRe EL. — Toutes les transformées de droites 
passant par un même point ont leurs centres de cour- 
bure situés sur une méme droite. 


Si les centres de courbure R sont sur une conique 
ayant pour foyer le point X,ona 


: = k + p cos0 + g cos0, 


RE I 
et la formule (9) nous montre que z. prendra la forme 


k!+ p'cosi + g'cosi. De là cette nouvelle consé- 
quence : 


CorozLaAIRE IT. — Si les centres de courbure de 
courbes passant par un point X sont distribués sur 
une conique ayant pour foyer X, les centres de cour- 
bure des transformées, passant par le point Ÿ, seront 
distribués sur une conique ayant pour foyer Y. 


De là encore, comme cas plus particulier, lorsque, la 
conique de foyer X se réduit à une circonférence : 


ConrozLaire IT. — Si les rayons de courbure des 
courbes passant par X sont égaux, les centres de 
courbure des transformées seront distribués sur une 
conique de foyer Y. 


Les corollaires I et IT ont été établis par Tran- 
son, dans un article fort remarquable publié dans les 
Nouvelles Annales (1869, p. 114); mais le corol- 
lare Il, et surtout le théorème général qui précède, 


LA 


semblent avoir échappé à ses recherches. 
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Égalité. 


203. Si une figure (X.)) est transportée parallèlement 
à elle-même, la transformation s’exprimera par 


Y=A+ NX. 


S1 cette figure, sans changer de grandeur, tourne 
d’un certain angle « autour d'un point C, on aura 


CY = et CX 
ou 
Y=C(1—EX) + xeX — B + xe. 
Si ces deux circonstances se produisent à la fois, 1l 
vient 


Y=A+B+XEX—B'+XxeEX, 


si bien que la forme reste la même. 


! 


» On voit que tout déplacement quel- 





Posant c — — 
I1— EX 


conque d’une figure équivaut à une rotation autour d’un 
certain point. | 


Homothétie. — Similitude. 


204. L’équipollence y — «x, # étant réel, représente 
la transformation d’une figure (X) en une figure homo- 
thétique, le centre d’homothétie étant à l’origine. 

Si cette figure se transporte parallèlement à elle- 
même, la nouvelle transformation s’exprimera par 


Y—A+ÆAX, 
équipollence qui prend la forme 


CRE OX 


si l’on pose 
P 
A 
A 





€ — 
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205. Si x représente un rapport géométrique, la 
transformation par similitude de la figure (X) s’expri- 
mera, de la manière la plus généralé, par 


Y=A+EUX ou CYRUS, 





en posant D St 


Ainsi, deux figures semblables quelconques ont tou- 
jours un centre de similitude, facile à construire, et l’on 
voit qu'on peut rendre ces figures homothétiques en les 
faisant tourner autour de ce centre. 

Il s’agit, bien entendu, ici de la similitude directe. La 
transformation par similitude inverse conduirait à l’é- 


quipollence 
T=A+EULX 


Transformation y — x”. 


206. Les transformations qui rentrent dans l’équi- 


pollence générale 
Y — x 


présentent des propriétés communes assez simples et 
intéressantes à signaler. On a tout d’abord, en prenant 
la dérivée, 

Dx = nx?-1 (x, 


et de là 


Donc l’angle v que forme la tangente avec le rayon 
vecteur issu de l’origine est le même dans la courbe (X) 
et dans sa transformée (Y). 

Si maintenant, comme au n° 201, nous faisons 
@x — es, et si nous écrivons en outregrx = r,gry = r", 
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on reconnaît qu'il vient 


nr SLT 
, b = 
r r 








nr — 
et que la formule (9) du numéro précité se réduit à 
7° : 
RD —=-+(n—1)sine. 
p Ê 


En désignant par XN, YN’ les normales aux deux 
courbes, telles qu’on les délinit en coordonnées po- 
laires, c’est-à-dire limitées à la REA AA au rayon 
vecteur menée par l’origine, on a 


! 
Tr 








gr XN — » SIN = 


sin © sin © ” 


d'ailleurs p, p’ sont les grandeurs des rayons de cour- 
bure XR, YR’ dirigés suivant les normales. La relation 
peut donc s’écrire 


et elle fournit, pour le centre de courbure R’, une con- 
struction des plus simples. 

Lorsqu'il s’agit de la transformée d’une droite, le 
centre R passant à l'infini, l'équation se réduit à 


YR n 


NN HE LEE 


Transformation exponentielle. 
207. Nous appellerons transformation exponentielle 
celle qui est donnée par l’équipollence 
Y = ex, 


Il est tout d’abord à remarquer que, si nous posons 
xX—Zx+iy=reety —x +iy = rev, nous obtien- 


n 
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drons 
r =eT, 0" — Ve 
La transformation est uniforme et elle est aussi évi- 
demment monogène. 

Si des points X se succèdent en progression par diffé- 
rence, leurs transformées YŸ formeront une progression 





par quotient. Ceci nous montre que toute droite se 
transformera en une spirale logarithmique ayant pour 
pôle l'origine. 
Deux points , étant donnés, cherchon in 
D points B, B, étant d , cherchons les points 
À, À, dont ils sont les transformés. On aura 


B —=e", Bi — eh, 


et par division 
B: 
“hr 


— eAM-A — eAAi, 


x * B . . . 
Si donc = — met, il s'ensuit qu’on obtient 


AA;=logm+in, 


u 
log m 





grAA; =V(logm} +p?,  incAA, = arctang 


Cette dernière valeur sera précisément l’inclinaison de 
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l'arc de spirale BB, sur ses rayons vecteurs, à cause de 
la propriété isogonale ; et, quant à gr AA,, c’est ce que 
nous pourrons appeler la grandeur logarithmique de 
l'arc de spirale BB,. ( 

B étant fixe, si la grandeur logarithmique varie seule, 
le point B, est assujetti à ne se déplacer que sur la 
même spirale. Si, au contraire, la grandeur logarith- 
mique restant fixe, l’inclinaison seule varie, le point B, 
décrit une trajectoire orthogonale de toutes les spirales 
issues du point B. On pourrait désigner cette trajec- 
toire orthogonale sous le nom de circonférence expo- 
nentielle. 

De ce qui précède, on conclut immédiatement, de 
toute proposilion s'appliquant à des points et des 
droites sur un plan, une proposition analogue s’appli- 


quant à des points et à des arcs de spirales logarith- 


miques de même pôle. 

La notion précédente, de la grandeur logarithmique, 
permettra de formuler les propriétés qui correspondent 
aux propriétés métriques. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire ces applica- 
ions. 


208. Dans la transformation dont il s’agit, 
4 de Re HS MOT PET IR ES SRE 
px) = px) = p'(x)=e = y. 
Par suite, dans le calcul du n° 201, on a 
AEAETY, LR = "0, 


et la relation (9) entre les rayons de courbure devient 


54 ti 1 : 
2 = — + sinb. 
Ê P 
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Extension de la formule y — w(x) des coordonnées 
cartésiennes. 


209. En coordonnées rectilignes, soit rectangulaires, 
soit obliques, on sait que l’équation y = o(x) repré- 
sente une courbe, tant que x et y sont réels. Il a été 
fait d’assez nombreuses tentatives pour interpréter 
cette relation dans l'hypothèse de valeurs imaginaires, 
tentatives qui, pour la plupart, présentent quelque 
chose d’un peu conventionnel et arbitraire. 

Il nous semble cependant que le calcul des équipol- 
lences fournit un mode de généralisation absolument 
simple et naturel, et que nous allons nous efforcer d’in- 
diquer le plus brièvement possible. 

L’équation y — ©(x) marquant une relation de gran- 
deur entre les variables réelles + et y, on est convenu 
de lui faire représenter une courbe (M) en portant, à la 
suite de la droite OP — x, la droite PM de grandeur y 
dans la direction marquée par l’axe des y, et c’est ainsi 
qu’on obuent le point M. 

En d’autres termes, & étant l’angle des coordonnées, 
nous avons 


(1) M=T+yEet=r+etm(x), 


et nous pouvons considérer ainsi la courbe (M) comme 
une vérilable transformée de l’axe des x, obtenue au 
moyen de la formule (1). 

Pour le cas particulier des coordonnées rectangu- 
laires, la formule est | 


M=LZ+iy=x+ip(x). 


Si nous conservons exactement les mêmes conven- 
ons et les mêmes formules, pour le cas où x et y re- 
présentent des droites quelconques et non plus seule- 
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ment des quantités réelles, nous obtiendrons toujours 


un point M (3. 66) par la formule (1). Ce point par- 


Fig. 66. 





courra une courbe déterminée lorsque l’extrémité de x 
parcourra elle-même une courbe donnée. 

Si x reste réel, les valeurs de æ qui pourraient con- 
duire à des valeurs imaginaires de y et qui ne s’inter- 
prètent qu’artificiellement en Géométrie cartésienne 
n’en donnent pas moins ici des points M parfaitement 
réels et par conséquent des branches complémentaires 
de la courbe. 


210. A utre d'exemple et d’éclaircissement, prenons la 
parabole rapportée à un diamètre et à la tangente cor- 
respondante, représentée par l'équation 
(2) Per D 

Nous avons, 4 élant l’angle de la tangente avec le 
diamètre, 

(2) M = z + 4 Vapæx, 
et cette équipollence donne tous les points de la courbe 


considérée quand x varie de o à + æ. Pour avoir les 
points correspondant à des valeurs négatives de x, il 


na 
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suffit de l'écrire 
RE a 
M=æ+Hiety—opr =#+e 2? ÿ—2pxr, 


el il est évident alors qu’en faisant varier x de o à —®, 
nous obtiendrons (fig. 67) une seconde parabole ou- 
verte en sens contraire de la première, ayant aussi 





l'axe des æ pour diamètre et telle que la tangente à l’o- 
rigine-soit perpendiculaire à la tangente à la première 
courbe. 

On peut aisément reconnaître, soit par la Géométrie 
analytique ordinaire, soit par les équipollences, que 
cette parabole adjointe a même axe de symétrie que la 
première et qu'en conséquence elle la coupe en un 
second point symétrique de l’origine par rapport à 
l'axe. En ce second point, les deux paraboles sont or- 
thogonales comme à l’origine. Mais nous croyons, pour 
abréger, devoir nous borner à ces indications som- 
maires. 

Lorsque la parabole principale est rapportée à son 
axe et à la tangente au sommet, la parabole adjointe se 
réduit à une partie de l’axe des x. 


D. 
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211. Il est très important de faire une distinction 
capitale entre ce qui se passe ici et la Géométrie analy- 
tique ordinaire. Dans cette dernière, la position d’un 
point donné entraîne la détermination des deux élé- 
ments coordonnés x et y. Îci, au contraire, un point M 
étant donné, on peut prendre pour æ une droite quel- 
conque OX ou x, et la valeur de y qui en résulte est 


Y = XMe-t— (m—x)e 0, 


puisqu'on doit avoir toujours M = x + ve*. 

Par conséquent, deux points M et M’ peuvent fort 
bien coïncider sans que leurs coordonnées x, y et x/, y” 
soient les mêmes. Mais si, au contraire, deux points 
ont les mêmes coordonnées x — x/, y — y’, 1ls coïn- 
cident nécessairement. 

HU ette remarque est d’une très grande utilité pour 
que nous puissions nous rendre compte de ce que re- 
présentent les solutions communes de deux équations 


(4) OR MACRO, 


solutions qui donnent en géométrie cartésienne les 
points d’intersection des deux courbes correspondantes. 

SI X, Y, est une de ces solutions communes, le 
point M, donné par 


M1 = Xi + Y1€% 


appartiendra à la fois aux deux figures représentées par 
les deux équations données, lorsqu'on fait parcourir 
au point X une ligne passant par X,; et toutes les so- 
lutions communes ainsi obtenues indiqueront les seuls 
points du plan M,, M,, ..., qui jouissent de cette pro- 
priété. 

En d’autres termes, les solutions communes donnent 
les points ayant mêmes coordonnées et non pas tous 
les points communs. 
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Comme exemple, prenons les deux circonférences 
représentées ‘par les équations 


(x +0} + y? = ai, (x — 0"Ÿ + y? = a, 
en coordonnées rectangulaires, avec la condiuon 
a? — b? = a'?— b'?, 


On voit immédiatement que les solutions communes 
des deux équations sont données par 


z=0, y=+vyat—b?. 


Sia?>- b?,les circonférences se coupent, et l’on a ainsi 
les points d’intersection. Si au contraire a?—b?——0c?, 
il vient y — + ic, et les points répondant aux solutions 
communes sont donnés par M—0<+1y, c'est-à-dire 
par 


Ms 0 M2 ——C. 


En coordonnées obliques, les deux équations au- 
raient représenté deux ellipses ayant leurs diamètres 
conjugués égaux dirigés suivant les axes, et les points 
à coordonnées communes auraient été donnés par 


M = + ce. 


Il est facile de reconnaître que ces deux points ap- 
partiennent en effet à la fois aux branches adjointes 
des deux courbes et correspondent à T — 0. 


212. Nous ne voulons pas ici pousser plus avant ces 
considérations qui pourraient prêter à bien d’autres 
développements. Nous avons tenu simplement à signa- 
ler la possibilité de faire disparaître en Géométrie ana- 
lytique cette notion un peu mystérieuse et confuse des 
imaginaires dans des questions où elle semble presque 
s'imposer. La notion des imaginaires, si féconde lors- 


EE nl ne  — 
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qu'on s’en sert comme d’une forme de langage, lors- 
qu’on l’emploie comme un instrument précieux, ten- 
drait à jeter de l'obscurité dans l’enseignement des 
Mathématiques, si l’on cherchait à attribuer à ces quan- 
tités une existence propre, étrangère à leur origine 
géométrique et sortant du domaine de la réalité. C'est 
cette obscurité que la méthode des équipollences a le 
grand avantage de dissiper, par une interprétation ra- 
tionnelle des symboles de l’Algèbre. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII, 


1. Si l’on transforme trois courbes tangentes entre elles en 
un même point, les différences de courbure dans les courbes. 
transformées sont proportionnelles aux différences de cour- 
bure dans les courbes transformantes. 


En effet, si nous appliquons aux trois courbes la formule (9) du 
n° 201, et si nous éliminons ensuite «& et bsin($ +6), il reste 


( f I ):( t 1 ) ( T I \ ( I I ) 
LL D TES Je 

Pa Pa Po P3 P Pa, Pa P; 

Il est bien entendu que la transformation est supposée monogène. 


2. Étudier les transformations y — X?, y, — ÿx en supposant 
que X se déplace : 1° sur une droite; 2° sur une circonférence. 


Applications simples du n° 206. 

Le deuxième cas (2°) doit être rapprochédel’exercice 12 dela page 240, 
et aussi d’une remarquable génération des ovales de Descartes, donnée 
par Chasles (Aperçu historique, 2° édition, p. 352). 

De là résulte une relation intéressante entre les ovales de Des- 
cartes et celles de Cassini, laquelle s'exprime par la formule de 
transformation y = y{ et dont nous laissons au lecteur le soin de 
chercher les conséquences. 


3. Si l’on effectue la transformation y — x? d’une courbe (X), 
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et si R et R’ sont les centres de courbure en X et Y,ona 
tangR'OY = n tang ROX. | 


Conséquence des propriétés indiquées au n° 206. Si P, P' sont les 
pieds des perpendiculaires abaissées de R, R' sur OX, OY respecti- 
vement, il y a lieu de remarquer l’équipollence 

n HET 
THE R 


facile à établir, et qui exprime, en particulier, la propriété énoncée. 


4. La somme des angles intérieurs d’un polygone convexe 
formé par des arcs de spirales logarithmiques de même pôle 
est égale à autant de fois deux angles droits que ce polygone a 
de côtés, moins deux. 


Application directe de la transformation exponentielle (207). L'ana- 
logie avec la proposition correspondante de Géométrie élémentaire 
est évidente. 


3. Soit ABC un triangle formé par trois arcs de spirales lo- 
garithmiques de même pôle O. Soit OA, la bissectrice de BOG, 
laquelle coupe l'arc BG en A,; soient de même B;, CG deux 
autres points obtenus d’une manière analogue. 

Démontrer que les trois arcs de spirales AA,, BB;,, CCG, se 
rencontrent en un même point G, et que OG divise au tiers 
chacun des angles A; OA, B;0B, CG, OC. 

Application directe de la transformation exponentielle (207) 
comme à l'exercice précédent. C’est l’analogue de la propriété des 
trois médianes d’un triangle rectiligne. 


6. Transformations géométriques non monogènes. 


Une construction géométrique bien définie peut ne pas conduire à 
une formule y — #(x). Mais on peut toujours exprimer la transfor- 
mation par une relation de la forme y — (x, cjx). 

Si l’on pose alors 

d'2 de 


de Pr Tox 2 
p et g élant deux rapports géométriques, on aura 
dx — p dx +q cj dx. 


Si l’on donne deux déplacements infiniment petits différents XX,, 
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XX, au point X et que YY,, YY, soient les déplacements correspon- 
dants de Y, cette formule nous conduit à la remarquable propriété 


TEA Ve 
eXX,X — PCJp — 4 CJg; 


2 


commune à toutes les transformations dont il s’agit. 


7. Interpréter l’équipollence x?=— x?= 71 par analogie avec 
les coordonnées cartésiennes rectangulaires, et déterminer les 
courbes représentées par cette relation : 

1° Lorsque l'extrémité de X parcourt une droite issue de 
l'origine ; 

2° Lorsqu'elle parcourt une parallèle à l’axe des abscisses. 


Les considérations développées au n° 209 permettent de construire 
facilement le lieu cherché. On verra que la courbe, dans tous les cas, 
se réduit à une circonférence traversée par son diamètre lorsque x 
ne reçoit que des valeurs réelles. 


8. Interpréter l’équipollence y?+ x?= 4? par analogie avec 
les coordonnées cartésiennes rectangulaires, 4 ayant une valeur 
géométrique quelconque, et x recevant des valeurs réelles. 


On reconnaîtra que la courbe est identique avec l’une de celles 
obtenues à l’exercice précédent. C’est ce qu’on pourrait appeler une 
circonférence de rayon imaginaire. 
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CHAPITRE IX. 
APPLICATIONS CINÉMATIQUES ('). 


Mouvement d'un point. — Vitesses. 


213. Les questions que nous nous proposons d'étu- 
dier 1c1 sont exclusivement relatives aux mouvements 
qui s’accomplissent sur un seul plan. Le calcul des 
équipollences s’y applique de la manière la plus di- 
recte et la plus naturelle, ainsi que nous allons le voir. 

Nous nous bornerons d’ailleurs à des applications de 
ce calcul, n’ayant pas, comme on le comprend, l'inten- 
tion de présenter un Traité plus ou moins complet de 
Cinématique plane. 

Si, dans tout ce que nous avons dit au Chapitre VII 
et spécialement dans l’équipollence (1) du n° 149, 


(1) M —o(t{), 
nous supposons que le paramètre réel £ exprime le 
temps compté à partir d’une certaine origine, 1l de- 


vient évident que celle équipollence représentera non 
plus seulement la courbe trajectoire du point mo- 








(*) Ce Chapitre, à quelques légères modifications près, est la repro- 
duction résumée d’un Mémoire : Réflexæions sur la cinématique du 


plan, publié par nous, en 1878, dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques, 2° série, t. XVII. 
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bile M (/ig. 68), mais en même temps la lot du mou- 
vement de ce point mobile sur la courbe. 


Fig. 68. 





Il est à remarquer cependant que, si la fonction & (4) 
admet pour une valeur donnée de t plus d’une détermi- 
nation, l’équipollence ne représentera plus le mouvement 
d’un point unique, ce point ne pouvant évidemment 
occuper qu'uné seule situation à un instant quel- 
conque. Mais, même dans ce cas, chaque branche de la 
courbe est représentée par une équipollence répondant 
au mouvement d’un point, et l’équipollence entière ré- 
pond à l’ensemble des mouvements des points en ques- 
on. 


PEUT: composition de plusieurs mouvements 
Mi = Qt), M2 = Oo(t), 


se fera immédiatement par une simple addition, c’est- 
à-dire que le mouvement résultant sera représenté par 
l’équipollence 


M=p1(f) + o(r) +... 


Si nous prenons par exemple l’équipollence de l’el- 
lipse sous la forme (3) du n° 179, nous voyons qu'elle 
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peut s’écrire 








ou (180) | 


K: K 
M= — et + — et, 
2 2 
Or les deux mouvements représentés par 


K: K 
M, = —€t Mo — —-€e"t 
2 2 


sont évidemment uniformes et de mêmes vitesses angu- 
laires, mais de sens contraires. L’ellipse peut donc être 
décrite par la composition de deux mouvements cireu- 
laires. 

De même (183) l’équipollence (9) dans le cas des 
cercles peut s’écrire, en faisant gra = grg et supposant 
les deux droites À et 8 rectangulaires, 


M = Cos3é + 2 sin?£ 
ou, par un calcul des plus simples, 
ET RAA CR, 
M — ; et ec 12 


La courbe peut donc être engendrée par la composi- 
tion de deux mouvements de rotation uniformes dans 
lesquels le rapport des rayons est de 3 à 1 et le rapport 
des vitesses de 1 à 3. On reconnaît très facilement, 
d’après cela, que c’est une hypocycloïde ordinaire pro- 
duite par le roulement, dans l’intérieur d’une circon- 
férence, d’une autre circonférence de rayon moitié 


moindre. 
9145. D’après tout ce que nous avons dit au Cha- 
pitre VIL, il est évident ici que la dérivée 


du PAS TRES 
OM — na: (t) = MV 


représente la vitesse du point mobile (fig. 68 ). 
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Le | 


Si nous posons 
OM' = MV = w’, 
il viendra 


(2) Mg CE 


et le mouvement représenté par cette équipollence sera 
dit le mouvement hodographique du premier. La tra- 
jectoire de M’ est appelée l’Aodographe du mouvement 
de M. 

L’aire infiniment petite décrite par OM pendant le 
temps dt est représentée en grandeur et en signe par 


pro 
— (MCjdM — cjM du), 
4 


et, en la divisant par d£, on a la vitesse aréolaire 


23 JU RESE ae 
(3) U—-(MC)M —M CJM). 
4 


Si, comme au numéro précédent, un mouvement ré- 
sulte de la composition de plusieurs autres, on a 
M = Mi Me..., 
et par dérivation, pour les vitesses, 
M = My + Mo +... 


De là résulte immédiatement la méthode de Roberval 
pour le tracé des tangentes. 
En faisant la décomposition indiquée au n° 155, 


A 


NE NE 
OM Ps 


et en écrivant les deux équipollences (6) et (3) de ce 


numéro, 
PauttLM, 0=MnM, 


nous aurons, 4 et m étant nécessairement des fonctions 
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de 4, les mouvements de la projection du point mo- 
bile sur la tangente et sur la normale à sa déve- 
loppée. 

Les trajectoires, déjà étudiées, sont la podaire, et la 
podaire de la développée (153). 


216. Comme exercice bien facile, cherchons à déter- 
miner lPenveloppe de la droite qui joint deux points 
mobiles M, M,. Si X est le point cherché, nous avons 


X—=/ÂM—+(1—4)M; 
d’où, par différentiation, 
x = ÆOM--(1— À) OM + OA (M MN: 


La condition du problème étant 
ŒOX || M — M1, 


on peut supprimer le dernier terme, parallèle lui-même 
à M — M1. et il reste 


Æ Qu --(1— ZX) Om || M — M 
ou 


kM'+ (1—Æ)M || M — M. 


Donc, construisant les deux vitesses OM', OM, me- 
nant OK parallèle à MM, et qui coupe en K la droite 
M'M', il nous suflira de partager MM, en X comme 
M'M' l’est en K pour obtenir le point X de l’enve- 
loppe. 

On aurait, par le calcul, la valeur de K et, par suite, 
l’équipollence de l'enveloppe, en écrivant 


ku'+(1—ÆX)M, =23(M—M:) 


et en se servant de l’'équipollence conjuguée. Nous 
laissons au lecteur le soin de cet exercice. 
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(9) . LL 
217. Le mouvement d’un point pesant (/ig. 69), 
lancé dans le vide suivant une direction quelconque, 


Fig. 69. 





se trouve représenté par l’équipollence (1) du n° 174 
M= A+ E6RB, 


et la vitesse est 
OM = 214 B. 


Or on a vu (175) que 
(Ou }? 





ME = 4 FM — 


Donc, en prenant les grandeurs, nous voyons que, 
dans le mouvement parabolique d’un point pesant, le 
carré de la vitesse est proportionnel à la distance du 
point mobile au foyer. 


Accélérations. 


218. L'accélération étant, aussi bien en grandeur 
. ï : TN NON: $ 
qu’en direction, la dérivée Fr de la vitesse par rapport 


au temps, on voit que c’est la dérivée seconde @?u 
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de m, ou encore la vitesse (215) dans le mouvement 
hodographique. Cette accélération peut donc s’écrire 


dn' æ 
4 ee ee * 2x er 
(4) à: dt de? FAee 


et elle s'obtient par un simple calcul de dérivées. 
En mettant la vitesse sous la forme m'=— ve, il vient 


donc 
do . dÿ ds 93 
A "= ds — 0 = et — — 
(5) Rai DAY: (7 +12) 
si l’on appelle p le rayon de courbure de la trajectoire, 
HR ds 
DEVS AE 


Cela nous donne donc la décomposition de l’accélé- 


; PRES ; de A 
ration en accélération tangentielle  ©t accélération 


v2 
normale — : 
P 
En décomposant, comme nous l’avons fait si souvent 
au Chapitre VIT, le quotient 


M2 M” / é 


ie 
(DM M' | 
on voit que 
1 dv « (#) 1 
[= - —, À = Se 
eo dt p 
et qu’on a aussi 
{ 
f dt 
€ 
v—ae ? 


Lorsqu'on rapporte le point mobile M à des coordon- 


nées polaires, on à 


Mine, 
d'où 
(6 , di eo . dw É 
: M == — 60 En 
9) Lt Var 
du” 
3 | a(r%) 
: dr du»? I dt, 
trs, A] = (— A ue ——————— Eù, 
di? dt? r dt 
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ce qui donne les décompositions de la vitesse et de l’ac- 
célération, suivant le rayon vecteur et suivant une 
direction perpendiculaire. 


219. Comme exemple, prenons (179) l’équipollence 
de l’ellipse sous la forme (3) 


M—=ACOS{+Bsiné. 
On en tire 
M —=—Asint +BCOsét, 


" 


M —— À COSé — B Siné —-- M, 


c'est-à-dire que l’accélération, dans ce mouvement, est 
précisément MO, en grandeur et en direction. 


Pour l’équipollence de l’hyperbole (185) 


M—AChé+BShé, 


on obtiendrait 
M = M = OM. 


De l’équipollence de la cycloïde (192) 
M—t—uet, 
on tire, comme nous l’avons vu (193), 
| Mo ver. 


L’accélération est donc de grandeur constante et con- 
stamment dirigée vers le centre mobile du cercle géné- 
rateur. 


Accélérations centrales. 


220. Nous appelons mouvement d'accélération cen- 
trale celui dans lequel l’accélération passe toujours 
par un point fixe, que nous supposons pris pour ori- 
gine. 


Le mouvement (218) étant représenté par l’équipol- 


os ge 
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lence 


M=—= r6®, 


l'accélération, si nous appelons 4 sa grandeur (prise 
positivement ou négativement), sera 


(8) M”= wew, 


c'est-à-dire, par comparaison avec la relation (5), que 
nous aurons 


(9) ri —zcC 


în d’autres termes, la vitesse aréolaire LC est con- 
stante. 

Étudions maintenant l'hodographe du mouvement, et 
cherchons-en le rayon de courbure. Ce sera, en gran- 
deur et en direction, 


i 
M'R'= = y", 
A 


Li 


si nous avons 


773 


M . 
— = l'+ ci. 
M 


Or, d’après les relations (8) et (9), 


(10) l'— 


Donc 


r? 
M'R'= : — wsu, 
c 
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et, en prenant la grandeur bo’ de ce rayon de courbure, 


Tr? 





(11) Pense 
Ainsi, le rayon de courbure de l’hodographe est pro- 
portionnel au produit de l’accélération par le carré 
du rayon vecteur. 

S1 l'accélération, comme dans les mouvements pla- 
nétaires, est en raison inverse du carré du rayon vec- 
teur, 1l s'ensuit que l’hodographe est une circonfé- 
rence. 

En général, si æ est proportionnel à 7”, 2" est pro- 
portionnel à 7+?. 


LA 

221. Réciproquement, supposons l'hodographe cir- 
culaire, l’accélération étant toujours centrale. Alors la 
vitesse est de la forme 


(12) M'= ast-+ be, 
6 étant seul variable. Donc 


rai 5 CE 
MR ET RS 


dt dt 
Cette accélération étant dirigée suivant le rayon vec- 
T 
teur r°:°, on a donc À + > =v,el 
(13) M'— 44 — 1ben, 


Identifiant avec la valeur (6) et divisant par e, 


Si nous égalons les parties imaginaires, il vient, en 
18 


2 


1e 
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vertu de la formule (9), 


SIS 


= asin(x — wW)— 6, 


c 
a sin(æ—w) — D” 


(14) Fes 





équation polaire d’une conique ayant son foyer à l’ori- 
gine. 

Ainsi, dans un mouvement d'accélération centrale 
et d'hodographe circulaire, la trajectoire est une 
conique ayant un foyer au centre commun des accé- 
lérations. 

En outre, la grandeur de ’accélération étant 


dû du c 
b — — b ss — b sa À 
dt dt r? . 
cette accélération est en raison inverse du carré de la 


distance. 


222. Voici encore une propriété commune à tous les 
mouvements d'accélération centrale, et qui a été signa- 
lée par Hamilton. 


Fig. 70. \ 





M, 


SiMet M, (/ig. 70) sont deux points de la trajec- 
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toire, M' et M les points correspondants de l’hodo- 
graphe, MX et M,X les tangentes à la trajectoire, se 
coupant en X, et M'X' et MX’ les tangentes à l’hodo- 
graphe, se rencontrant en X’, alors OX sera parallèle à 
M'M et OX’ à MM.. 

La propriété de la constance des aires montre, en 
effet, que le triangle OMM' est d’aire invariable. Donc 


MCjM — CjM.M' — Mi CJM, — CjM1Mi: 


Mais 


X=M+TM—=M +TM;, 
X=M+TM—=M; +TiMi: 
De là 
X CJM — CjX.M — XCjM; —CjX.M:, 
XCJ(M— M,) =cjx(M'— um) 
et 


X||M— M; 
on aurait de même 


X'[ M —- M1. 


Géométriquement, ce théorème se démontrerait aussi 
d’une manière très facile. 


Autres propriétés des accélérations. 


223. Soient M (fig. 68) le point mobile, MV la 
vitesse, MW l'accélération, & l'aire variable décrite par 
le rayon OM. 

Nous avons (215) pour la vitesse aréolaire 

do 


À EN A Ut AN Pa 
ES ou aire OMV — FU CJM M CIM). 


De là, par dérivation, 


(15) —— = J (M CJM — M cjM) = aireOMVW. 
4 
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L'accélération aréolaire est donc mesurée par l'aire 
OMW, qui est conséquemment la dérivée de OMV. 


Pour une accélération centrale, aire OMW = 0, et 


ds er 
7 — COnsL., ainsi que nous l’avons vu. 
(4 
Pour un mouvement où les aires croîtraient comme 
? | d?o 
les carrés des temps, on aurait 5 = Al? et HE = a 


donc aire OMW = const., c’est-à-dire que l’accéléra- 
lon serait en raison inverse de la perpendiculaire 
abaissée de l’origine sur sa direction. 


224. Sie est la grandeur de la vitesse, nous avons 


p?= M CJM 


el, par conséquent, 


d(v?) = ds'.c;m'+ M cj du’ 
—(M"cjmu + M'cjM”)dt 


— M" Cj dM + du cju”. 


Donc, l’accroissement élémentaire du carré de la 
vitesse est égal au double produit de l'accélération 
par la projection du chemin élémentaire sur l’accé- 
lération. 


Accélérations des divers ordres. 


225. Nous avons vu que la vitesse et l’accélération 
d'un point mobile sont les deux premières dérivées de 
la droite OM = m qui fixe la position de ce point. On 
appelle accélérations des divers ordres les dérivées suc- 





. \ ss \ 1 du 
cessives au delà de la deuxième, c’est-à-dire M” = dis” 
n d'u 
1 —_—s 
dir? 


Cherchons à décomposer une accélération d'ordre 
quelconque m(?' en une accélération tangentielle et une 
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accélération normale, comme nous l’avons fait pour 
l’accélération ordinaire (218). La vitesse étant toujours 
mise sous la forme pe, on aura 


en appelant w,,, et w,,, les deux composantes. De là, 





Re 1 ? dû © 
ar dérivation et en se rappelant toujours que — — - 
dw; (y dw (2 
I MP+1) — DAFT CA an œ LEE L MEN à ee ce 20. 
( U) dt ñn,p ? dt t,p e) 
Donc 
dw+,p p 
(18) PE, pi or NP, p es 
\ 
(19) Mn,p+1 — PE HE TD 0° 


ce qui fournit une méthode générale pour déterminer 
les composantes, puisqu'on en connaît les premières 


do pa, 4 
Valeurs —'el — répondant SR 
dt 0 


Dans ces calculs se présenteront évidemment les 
dérivées successives de o. On peut leur donner une 
interprétation géométrique avantageuse; Car on a tout 


d’abord 
do  dp d (2 


El mt Le) (0) _— 
ONCE DENON 
en appelant p, le rayon de courbure de la développée 
de la trajectoire. 
D'une manière générale, si 2, est le rayon de cour- 


bure de la p'”*° développée, 


En faisant ces substtutions au fur et à mesure, on 
introduira donc les rayons de courbure des développées 
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successives, au lieu d’expressions analytiques d’une 
interprétation concrète peu saisissable. 
On trouve ainsi, pour les composantes de la suraccé- 


leration m”, 


d?2v p3 v dv v3 
pee VER, a Wn,3 = 3 — PL 


P GETMRERE 


226. On peut avoir intérêt à décomposer une accé- 
lération d'ordre quelconque suivant le rayon vecteur 
OM, et perpendiculairement à cette direction. On aura 


ainsi 
(20) MP) = (up sp) 0; 


d’où, par dérivation, 


du» . (ds) 
21 MP+U = | [70 _w'z CA Re EUR 
Fe, I( di » 1 4 dt Ph VERS 


c’est-à-dire 





(22) : dU p à 
4 t +1 — — & Sp; 
R di : 
dz 
6 2 A a Ÿ JDE ! 
(23) CPR: +7 W Up; 


dt 
donnent la solution du problème proposé. 


: = dû 
en appelant w/ la vitesse angulaire =. Ces formules 


227. Soient MU,, MU, deux accélérations d’ordre 
quelconque. On a 


aire(MUy;UL)= ALL cj MP) — m(P) cjuw), 
et, en prenant les dérivées, 
(24) ® aire (MU; U») = aire (MU»+1 Up) + aire (MU, U»r1), 


généralisation de la propriété du n° 293. 
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Si les deux accélérations sont consécutives, 


63) É CD aire (MU», Ur) — aire (MUSU re). 


Mouvement d’une figure plane sur son plan. 


228. Soit (Jig. 71) une figure de forme invariable 


qui subit sur son plan un déplacement fini, de telle 


Fig. 71. 





sorte qu'une droite primitivement en OX vientenO, X.. 
Posons OO, — 1, et appelons « l’angle des deux direc- 
tions OX, O,X,. Nous aurons évidemment 


(1) X1—= A + XE4, 


O étant l’origine. 
Appliquons cette relation au point Q défini par l’é- 
quipollence 


A 
2 
1 — EX 





(2) Q =A+ Qc ou 0 — 


et nous reconnaîtrons que le point Q sera resté immo- 
bile, c’est-à-dire que le mouvement considéré équivaut 
à une rotation autour de ce point. 

La construction de Q@ se fait de la manière la plus 
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simple, en traçant sur OO, comme base le triangle 
isoscèle OO, dont l’angle au sommet Q est égal à &. 

S'il s’agit d’un mouvement infiniment petit, le point Q 
prend le nom de centre instantané de rotation, et la 
formule (2) devient alors 


(3) net 





229. Considérons maintenant le mouvement continu 
d’une figure plane. Soient M la position prise, à l'in- 
stant {, par le point qui coïncidait d’abord avec lori- 
gine O, et À l'angle total dont a tourné la figure à cet 
instant 4. 

Nous voyons, d’après le numéro précédent, que si 
nous appelons Q le centre instantané de rotation, nous 
aurons 


— 
— 

= 
Le 

| 
4 
En 
= 


Cette équipollence, où m et À sont fonctions du 

temps, nous représente le lieu des centres instantanés 
sur le plan fixe. 
_ Si nous ramenons la figure mobile à sa position ini- 
Uale, en supposant qu'elle entraîne avec elle le point Q 
et que celui-ci vienne ainsi en A,, le heu des points A, 
sera évidemment donné par l’équipollence 


(5) , ) AM 
: RES . 


Nous avons ainsi ramené à l’origine le heu des 
centres instantanés liés à la figure mobile. 

Le roulement de la courbe (5) sur la courbe (4) re- 
présente le mouvement. 


Un point ayant X, pour position initiale et entraîné 


TE 


Ts EE, NT 0 RTS 
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par la figure mobile viendra, à l'instant 4, en un point X 
tel que 


(6) X—M—+ 2x). 


Quant à la courbe roulante, si nous la considérons 
dans une position quelconque répondant à l’instant (’, 
elle aura pour équipollence 


CHACUN du 
( A—M'+ de À —© EX — M cel À ——. 
7) dÀ dÀ 


Îc1 nous devons considérer £’ comme fixe et £ comme 
variable indépendante. Si l’on donne à 4 la valeur {’, 
on tombera évidemment sur l’expression (4), c'est- 
à-dire que À coïncidera avec Q. 

Pour cette valeur paruculière £’, la différentielle de A, 


qui est 


ES 


VI M : d 
dA = sh\-X | a — d( 9) ; 


lu’ 
du’ + d( Tr) — dQ. 


se réduit à 


On reconnait donc que les deux courbes (Q) et (A) 
sont tangentes au point considéré et que les vitesses 
sont égales, ce qui montre bien que l’une de ces courbes 
roule sur l’autre sans glissement. 

D'après la relation (6), la vitesse d’un point quel- 

T 
conque X est 


dx I EX . du 
Sms + cÀ LAS — ES ch — Cr . 
LE HENRI EE ( à 1) 


Or, en retranchant (4) de (6), 


hs . dM 
X— Q = 5 Xp — 1 —" 
$ dÀ 
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Donc 


dx W 1: 
(8) 


—= Lt 


dt dr VETIRE 


| 
En différentiant cette relation (8), nous trouverons 
sans peine, pour l'accélération du point X, 


" 


(5 Sr 0 7 d} RTE à d?} ; LÀ da 
9 CT ENS di PT dt dt 

Ce résultat connu se prête à un énoncé facile en lan- 
gage ordinaire. 

En différentiant l’équipollence (6), on peut aussi 
mettre l’accélération sous la forme 





(10) — D: tXo €" dE? 


dx d'u à [AS SAR 
di? = dt? “a 


qui est également d’une interprétation aisée. 
Cherchons, en partant de la formule (9) par 

exemple, la condition pour que l’accélération s’annule. 

En appelant U le point pour lequel il en est ainsi et 


= 


JA 3 - dÀ 
désignant par w la vitesse angulaire “5° NOUS aurons 
C 1 


È du du a 
(11) U= Qu => oi 
4 dt ; 
c'est-à-dire que, pour chaque position de la figure, il v 
a un point (centre des accélérations) et un seul pour 
lequel l'accélération est nulle. 
On peut écrire encore (fig. 72) 


QU (iv: ) =o fe : ge 


* dt dt dt? 
do 7 NT OU AR 
QUAI Tu) = T0 


Cela nous montre que la perpendiculaire élevée en U 
à la droite QU coupe la direction de la tangente com- 


OO 
OS 
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mune aux courbes roulantes en un point À, tel que 


de, dw 
SX 


12 QA—u ; 
0) nb PAPE 





et la normale commune en un point B, tel que 
(13) RSR LUE 


S1 la vitesse angulaire w est constante, le centre des 


Fig. 72. 





accélérations se réduit au point B, lequel est d’ailleurs 
indépendant du temps, puisque l’on peut écrire 


Pour cette raison, on donne souvent au point B la 
dénomination de centre géométrique des accéléra- 
tions. 


ve 
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în faisant les mêmes calculs sur la formule (10), 


OLIRA 


el l’on verrait que la perpendiculaire à MU coupe res- 
pectivement l'accélération du point M et une perpendi- 
culaire à cette accélération en deux points A! et B/, tels 





que 
du 
h MA'=— : wW? 
(14) \ de: 
.@M  dw 
5 \ Fou Eden DES -. 
VER 7 


Donc, si l’on joint le centre des accélérations à un 
point quelconque M et si l’on élève par ce centre une 
perpendiculaire à la droite ainsi menée, cette perpen- 
diculaire coupera l’accélération du point M et une per- 
pendiculaire en deux points A’ et B’ déterminés respec- 
ivement par les relations (14) et (15). 

De plus, l’angle du rayon vecteur UM avec l’accélé- 
ration de M a évidemment pour tangente! 


230. En prenant les dérivées successives de l'équi- 
pollence (10), on reconnait, sans même effectuer les 
calculs, qu’on pourra toujours égaler à zéro chacune de 
ces dérivées, et que cela donnera chaque fois une va- 
leur et une seule, pour x,. 11 y a donc un centre des 


dn+1 > + , 
d’un 


accélérations U, pour les accélérations IT 


ordre 7 q uelcon que. 


Si nous reprenons la relation (6) 


ki = MAX) 
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et si nous la différentions successivement, nous avons 


A ch y 
TP TUE 


d'i+1 x dn+1 M dn+1 ) 
déni dti#1 ne din (& Ko ); 


Mn Le nn (VA Ua ele Dire Info ejje. » Je let cu à sue. ue NE 


Cela nous montre que l'accélération d’ordre quel- 
conque d’un point X de la figure se compose de l’ac- 
célération de même ordre d’un point M quelconque 
et de l’accélération que prendrait le point X sv la 
figure tournait effectivement autour du point M 
avec les vitesses et accélérations angulaires succes- 
sives du mouvement véritable. 

Si maintenant nous choisissons pour le point M le 
centre instantané Q dans la première équipollence, le 
centre des accélérations U dans la seconde, ...,le centreU, 

. des accélérations d’ordre 7 dans la (n + 1)iéme (ce qui, na- 
turellement, déplace chaque fois l’origine), les premiers 
termes des seconds membres disparaîtront, en vertu de 
la définition même des centres U,. 

Il ne nous restera plus que des relations de la forme 


dnx da 


(16) Pr (eÀxo). 

Donc l’accélération d’ordre quelconque n, en 
chaque point de la figure, est la même que st, la vt- 
tesse et les accélérations successives restant iden- 
tiques, le mouvement se produisait effectivement au- 
tour du centre des accélérations du ni°"€ ordre. 

Ce théorème a été obtenu par M. Resal, dans son 
Traité de Cinématique pure (p. 314), par une mé- 
thode peut-être un peu moins simple que celle-cr. 
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Mouvement d'une figure plane qui reste semblable 
à elle-même. 


231. Supposons qu'une figure se déplace dans son 
plan en restant semblable à elle-même. Nous supposons 
qu’on détermine le mouvement de deux points quel- 
conques X et Y (fig. 73) au moyen des équipol- 
lences 
(1) x = ww), Y = VLRE 

Si Z est un point quelconque de la figure mobile, le 


rapport géométrique TY — 
du temps, on déduira de là 


u devant être indépendant 


(2) Z=(I1—uU)X+uY;, 


et celle équipollence sera celle du mouvement de Z. 


7 
Fig. 73. 


Î 





De cette équipollence (2), on peut tirer quelques pro 
priélés intéressantes. S1 nous en formons la dérivée, 1l 


vient 


(3) Oz = (1 — un) Ox + LOY. 
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Ajoutant (2) et (3), 
Z+Pz=(1—-p)(x+Px)+u(r + Pr) 


ou, si nous appelons XX,, YY,, ZZ, les vitesses des : 


points considérés, 
(4) Tr (1—u) X1 + MY1- 


Cette dernière équipollence exprime que le triangle 
X,Y,Z,est directement semblable à XYZ. 
1 
Au lieu de prendre la première dérivée de l’équipol- 
lence (2). nous aurions pu prendre la dérivée d'ordre n 
) P 
quelconque, et nous aurions eu ainsi 


(5) En (lu) Xn+5 MYn) 


relation qui exprime que le triangle X, Y, Z, est sem- 
blable à XYZ, en représentant par XX,, YY,, ZZ, les 
accélérations de même ordre quelconque. 

De là ce théorème : 


Une figure plane qui reste semblable à elle-méme 
étant mobile sur son plan, si l’on trace les vitesses 
(ou les accélérations de même ordre quelconque).des 
divers points qui la composent, les extrémités de ces 
droites formeront une figure semblable à la pre- 
mière. 


En particulier, et comme corollaire immédiat : 


Si les extrémités des vitesses (ou des accélérations) 
de deux points coïncident entre elles, ce point com- 
mun est en même temps l'extrémité des vitesses (ou 
des accélérations) de tous les points de la figure au 
méme instant. 


232. L’équipollence (3) nous montre qu'il y a, à 
chaque instant, un certain point de la figure dont la 
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vitesse est nulle. Il suffit, en effet, pour trouver ce point, 


d'écrire 
(1— un) Dx + LOY = 0, 
d’où 
x 
px ON 


Si (X'), (Y’) sont les hodographes (fig. 73) des 


mouvements de X et Ÿ, on aura donc 


RT 
ie ee X'Y'° 


si bien que, pour avoir le point cherché U, il n’y aura 
qu'à construire le triangle X YU directement sem- 
blable à X/Y’O. 

Ce point, qui reste immobile dans le mouvement 
élémentaire, est ce qu’on pourrait appeler le centre in- 
stantané de rotation et de similitude ou, plus sim- 
plement, centre des vitesses. 

Des relations précédentes, on déduit 


SIRRS 
Rp ES À 


etil s'ensuit qu'en joignant le centre des vitesses à tous 
les points de la figure mobile et en menant les vitesses 
de ces points, on forme des triangles UXX,, UYY,, .…, 
qui sont tous semblables entre eux. 

On reconnait qu'il existe de même un centre des ac- 
célérations pour les accélérations d’ordre quelconque, 
et que l’on obtient des propriétés analogues. 


Mouvement d'un point pesant dans un milieu résistant. 


233. Soient (M) la trajectoire; r l'accélération (fonc- 
Lion ou non du temps) que produirait la résistance du 
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milieu; g l'accélération due à la pesanteur, dirigée sui- 
 vant la verticale, que nous prenons pour origine des 
inclinaisons. 

Si nous appelons 0 l’inclinaison de la vitesse en M 
et ds l’élément de trajectoire correspondant, il est clair 
que l’équipollence du mouvement peut s’écrire 


(1) M = fads. 


D'un autre côté, l'accélération totale se compose de £, 
d’une part, et de r, dirigée suivant sa tangente, mais en 
sens contraire du mouvement. Donc 


(2) 2m = g— re. 
Or, en prenant la seconde dérivée de (1), il vient 


d ds ds 
CE () : 
(3) Œ2M = 1e Ti di + € TE 


Identifiant les expressions (2) et (3) et divisant par s?, 
nous avons 


et, en égalant les parties réelles et imaginaires, 


ASE A 1 
de = £g COSU— 7, 
(4) ds dû \ 
di ÉT Aponie NS 


Telles sont les deux équations différentielles du mou- 
vement cherché. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX. 


1. Calculer l’accélération tangentielle et l’accélération nor- 
male du troisième ordre, dans un mouvement plan quelconque, 
au moyen de la vitesse et des rayons de courbure des déve- 
loppées successives. 


Calcul de dérivation (225). On trouve 


do ve? dv pt 
d& DS pe dt VE a 
pour l’accélération tangentielle et 
9 d'os STAPS 0 dr ps OR p* ; 
7 (D) Sn +3Dr— EPS 


pour l’accélération normale. 


2. Calculer les composantes de l'accélération du deuxième et 

du troisième ordre du mouvement d’un point sur un plan : 

° suivant le rayon vecteur issu d’un point fixe; 2° perpendicu- 
lairement à ce rayon vecteur. 


Application du procédé indiqué au n° 226. On trouve, en appelant 
r',r',... la vitesse et les accélérations suivant le rayon vecteur, et 
w', W”,... la vitesse et les accélérations angulaires, 

: ee | ! r . 
u,=17"— 3027 — 3w'w"r, 


HE? 4 


z,= 30'7"+ 30"r + "7 —wSr; 
u,= TN— 6w?r"—r20 "0" 7 — (30"2+ 4w'w”")r +<wér, 


2,= 407" + Go" r" + 4(0"— 05) 7 + (ot — Gw'?w"}r. 


3. Gonnaissant, à un instant quelconque, la position d’un point 
mobile X sur un plan, sa vitesse XU, et ses accélérations suc- 
cessives XU:, XU», ..., déterminer les tangentes et les rayons 
de courbure des trajectoires décrites par les points Us, U:, 
Lee 


On avu,=x+w,, en appelant w, l’accélération d'ordre ». De là 


du, __dx dw,_ dx NU 
ET LUE + ITA + Wu = XU, + XU 
PONT Ox 
dt de 


n+1? 





+ Wiss = XU, + XU 


n+2° 
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On a donc la vitesse et l'accélération du point U,, ce qui donne la 
solution du problème. 


4. On a, sur un plan, » points mobiles X4, X2, ..., X, res- 
pectivement animés des vitesses X4 Vi, X2 Vo, ..., Xn Vn. Pour 
chacun d’eux, on construit le triangle OAY directement sem- 
blable à OXV, OA étant une droite fixe de longueur donnée. 
Pour un point Z, ayant la vitesse ZU, on construit aussi le 
triangle OAT, directement semblable à OZU. Comment le 
point Z doit-il être déduit des points X1, X>, ..., X, pour que 
T soit, à chaque instant, le barycentre des points Y,, Y2, ...,Y,? 


On voit sans peine que la condition demandée donne 


n dz ÉD CTX 


63 DORE, NN AGE 
5 ETS Or CIE 2 UT, 


d'où, par intégration, 


Z 
r log = = logx,+ logx,+...+logx,, 
Z = CYX,X,...X, ; 


OZ est donc la moyenne géométrique de OX,, OX,, ..., OX,,, multi- 
pliée par une droite constante. 


5. Un mobile parcourant une trajectoire plane M, M suivant 
une loi quelconque, on suppose que le poids spécifique p de 
cette courbe en chaque point varie aussi, et l’on détermine le 
barycentre X de l’arc quelconque M, M. 

Montrer que le point mobile X poursuit à chaque instant le 
point M, si bien que la trajectoire de X est une ligne de pour- 
suite de M. 


Cette conception fort remarquable des lignes de poursuite, due à 
M. E. Cesaro, se démontre très simplement par les équipollences ; 
car on a 

ie Sup ds 
MONTT LT 
et de là 
dxf p ds =(Mm—x)p ds, 


ce qui démontre la propriété énoncée dx || m — x. Le rapport des vi- 


292 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE IX. 


tesses est 
p gr(mu—x) 
Sp ds 


6. Une figure plane se meut dans un plan, de manière que 
deux de ces points A et B restent constamment sur deux droites 
rectangulaires fixes OX, OY; on sait que le point À est animé 
d’un mouvement uniforme. Déterminer, pour une époque quel- 
conque, l'accélération d’un point M de la droite AB en gran- 
deur et en direction. 

(Licence, Paris, novembre 1879.) 

Soient 

OA = à = p6, OB=iB—iya — v#, 


o étant constante et a représentant gr AB. Appelons Z la longueur de 
AM. Alors 











l a—l l 
M=A+-(B—A) — A + =B, 

a a 
LL Em 0e 19 
Fe EE a dt’ 
THE E d'a alw? ; alw° 
D in D TS EE ES 
dt a dt (@— pp} f5 


L'accélération est constamment parallèle à OY. 


7. On suppose-qu'un plan P soit lié invariablement à un 
cercle C’ roulant sur un cercle fixe G de même rayon; de plus, 
le point de contact de G et C’ se meut uniformément sur C. 
Trouver, pour une position quelconque de P, le point de ce 
plan dont l’accélération est nulle. 


(Licence, Paris, juillet 1882.) 


Prenons la vitesse angulaire pour unité, et soit a le rayon com- 
mun. On a 


CC'=2aet, 


Si M est le point cherché, M, sa position initiale, et C! celle du 
centre de C', il vient 


CM = CC'+ CM =oae + C, M, ct. 
La dérivée seconde est 


— 2(a + 2etC, M, )et. 
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Il faut donc qu’on ait 


a 
! Ass ua” 
CM =— = et, 


a 


CM = ue 5 cc. 
2 % 

8. Plusieurs mobiles M1, M2, ..., M, se déplacent sur un 
plan suivant des hyperboles de centres O1, O2, ..., O,, de telle 
sorte que les accélérations sont à chaque instant représentées 
par les droites O,M;, OM, ..., O,M,. Démontrer que leur 
barycentre M se déplace aussi suivant une hyperbole. 


Les équipollences des divers mouvements peuvent être écrites : 


O,M, = OA, Ché + O,B, She, 
ET MATE Le 


0,M,= O,A, Ché + O,B, Sh£, 


en désignant par À,,A,, ..., À, les positions initiales des mobiles et 
par O,A,, O,A,,..., OA, leurs vitesses initiales. 
En les ajoutant et divisant ensuite par p, on a 


OM = OA Ché + OB Shé, 


ce qui démontre la proposition, O, À, B étant respectivement les ba- 
rycentres de O,, O,, ..., O,, de A,, À,, ..., À, et de B,, B,, ..., B,. 
Une propriété pareille s'applique à des mouvements s’exécutant 
dans des plans différents les uns des autres, 
ÿ Il est facile d'établir des propriétés correspondantes pour les mou- 
vements elliptiques ou paraboliques analogues et, en général, pour 
un ensemble de mouvements, même dans des plans différents, qui 
seraient représentés par des équipollences de la forme 


OM = OA /(t) + OB o(t). 


Le mouvement du barycentre des mobiles est alors représenté par 
une équipollence de même forme, ce qui prouve, en particulier, que 
ce mouvement s’accomplit dans un plan. 


FIN. 
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Les premiers essais d'application de la méthode des quaternions en 
France remontent en 1862. Ils furent présentés par M. Allégret, dans 
une Thèse de doctorat. Prouhet, qui l’a signalée dans les Nouvelles An- 
nales (2° série, t. Il, 1863, p. 333), lui a consacré une courte analyse 
bibliographique, entremêlée d’appréciations peu encourageantes pour 
l'avenir des quaternions. 

Douze ans après, en 1874, M. Hoüel publiait, dans la Théorie élé- 
mentaire des quantités complexes, commencée en 1867, une exposi 
tion élémentaire du Calcul des Quaternions. Cet Ouvrage a été le pre 
mier, édité en France, qui ait cherché à vulgariser l’étude des quater- 
aions en la rendant accessible à tous les géomètres de notre pays. 
Néanmoins, en dehors de ces deux tentatives, la méthode des quaternions 
n’a pas trouvé en France de nombreux partisans; elle a surtout été en 
faveur chez les géomètres étrangers, parmi lesquels nous devons signaler, 
en Angleterre, W.-R. Hamilton, leur inventeur; en Italie, G. Bellavitis; 
en Allemagne Unverzagt. 

Depuis la publication de ce nouvel algorithme, il y a aujourd’hui près 
de trente ans, très peu de géomètres français en ont propagé l’emploi; 
mais nous croyons savoir que la méthode des quaternions commence à 
pénétrer dans le public mathématique français, et nous n’hésitons pas 
à en attribuer l'initiative aux efforts soutenus de M. Laisant pour la 
vulgarisation de la méthode des équipollences, qui, on peut le dire, a 
préparé l'avènement de la méthode des quaternions. C’est dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques (2° série, t. XII et XIII, 1873- 
1874 ) que M. Laisant a signalé les applications de la Géométrie ana- 
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lytique plane due à M. G. Bellavitis. Il eût été désirable que ce même 
Recueil renfermât aussi la généralisation des équipollences, ou leur exten- 
sion à la Géométrie de l’espace; mais l’auteur a préféré publier direc- 
tement l'Ouvrage. 

Comme il le’ déclare lui-même, il a cru devoir adopter presque 
exclusivement les notations introduites par M. Hoïüel; mais Ja rédaction 
de son Ouvrage est indépendante de tout autre traité, et peut-être 
contribuera-t-elle à lui attirer de nombreuses adhésions. Il n’a pas 
voulu non plus suivre l’Ouvage d’'Hamilton et en publier une sorte de 
traduction. Ce travail vient yustement d’être entrepris par M. Plarr, 

our l’Ouvrage classique de M. Tait, qui a vulgarisé depuis longtemps 
es quaternions en Angleterre. | 

Le Livre de M. Laisant se divise en onze Chapitres. 

Le premier Chapitre est consacré à la définition des vecteurs et à leurs 
combinaisons les plus simples, par addition et par soustraction. Ges 
vecteurs sont les expressions de translations rectilignes, et toutes les 
règles de l’Algèbre ordinaire s'appliquent rigoureusement aux addi- 
tions et soustractions de vecteurs ayant une direction unique, et aux 
multiplications de ces vecteurs par des nombresalgébriques réels. Comme 
applications, signalons la démonstration des propriétés des diagonales 
d'un quadrilatère, des hauteurs et des médianes d’un triangle, etc. 

Le Chapitre II traite des opérations analogues effectué »s sur les bira- 
diales, ou rapports géométriques de deux vecteurs.’ | 

Les règles du calcul algébrique ne s'appliquent plus à ces opéra- 
uons. C’est ainsi que la multiplication est simplement associative, et 
cesse d’être commutative. 

La représentation analytique des biradiales définit une expression de 
quatre termes dont l’ensemble a reçu pour ce fait la dénomination de 
quaternion. On reconnaît que ce symbole est égal au produit de son 
module par son quaternion unitaire ou verseur. 

La propiiire associative de la multiplication est essentielle dans la 
théorie des quaternions. C’est ainsi que AB n’est pas égal à BA, que 
A? B? est très différent de (AB }. 

L’algèbre des quaternions présente donc certaines difficultés spéciales, 
et, ajoute l’auteur, « on peut en profiter pour faire la critique de la 
méthode des quaternions, et déclarer qu’il y a là un inconvénient fonda- 
mental et grave. 

» Mais cet inconvénient résulte de la nature même des choses. Il re- 
présente la traduction exacte, formelle, d’un fait précis. 

» Je crois, pour mon compte, qu’il faut chercher dans ce procédé 
d'exposition trop exclusivement analytique l’une des causes principales 
de la défaveur dans laquelle les quaternions sont restés si longtemps en 
France, défaveur dont ils commencent à peine à se relever, alors qu'à 
l'étranger, en Angleterre et en Amérique surtout, on en fait tant 
d'usage dans toutes les branches des Mathématiques appliquées. 

» On ne s'étonnera donc pas que nous ayons tenu à appuyer constam- 
ment le début de notre exposition sur des considérations géométriques, 
avec une insistance qui pourrait sembler excessive et presque puérile 
sans les considérations qui précèdent. » 

Une fois arrivé à la définition et à la notation des quaternions, l’au- 
teur croit devoir plus fréquemment livrer le lecteur à lui-même, pour 
parcourir successivement les sujets traités dans le reste de l'Ouvrage. 

On y étudie la ligne droite et le plan, le cercle et la sphère, puis on 
définit dans le Chapitre IV la différentiation des quaternions pour lin- 
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telligence des propriétés des tangentes aux coniques étudiées dans les 
Chapitres VI, VII et VIII. 

Le Chapitre IX est consacré à l’étude de plusieurs formules relatives 
au produit de trois, quatre et plusieurs vecteurs, et à la rotation des 
vecteurs. 

. Le Chapitre X traite de la résolution des équations du premier de- 
gré, c’est-à-dire des équations qui contiennent un quaternion inconnu à 
fa première puissance avec des quaternions connus. Ces notions peuvent 
avoir leur utilité pour l’étude des surfaces du second ordre, qui forme 
le sujet du Chapitre XI qui termine l’Ouvrage. 

Chacun des Chapitres renferme des applications à divers problèmes 
et est suivi de douze à quinze énoncés d'exercices proposés. Plusieurs 
d’entre eux, relatifs aux propriétés des tétraèdres, ont été commu- 
niqués à l’auteur par M. Genty, à qui nous devons déjà plusieurs con- 
tributions à l'étude des quaternions, en Géométrie et en Mécanique. 

L'examen de ces énoncés y fait reconnaître plusieurs propriétés nou- 
velles et dignes d’attention. 

Toutes les dispositions adoptées par l’auteur font reconnaître en 
lui la préoccupation de faciliter la lecture de son Ouvrage et l’initia- 
tion aux nouvelles méthodes qu’il a pour but d'introduire dans notre 

ays. Cette préoccupation apparaît d’une manière frappante, et l’auteur 
ui-même croit devoir en avertir : « Je me suis, dit-il, constamment 
- efforcé de rendre l’enchaînement des idées aussi clair que possible, à tel 
point qu’on pourrait peut-être me reprocher une minutie excessive et 
une trop grande insistance sur des choses presque évidentes; mais on 
ne saurait trop s'attacher à aplanir les difficultés lorsqu'il s’agit d’une 
étude nouvelle. » 

Il est à souhaiter que, grâce à cette précieuse qualité de ce Livre, la 
méthode des quaternions finisse par triompher des préjugés qui ont, 
en France, retardé son développement. 


H. Brocarp. 


(Extrait des Vouvelles Annales de Mathematiques, 3° série, tome I*, 
juillet 1882.) 
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nition de l’opérateur y. — Différentiation des fonctions implicites. — Exercices 3 

roposes. | ‘3 
; CHAPITRE VI. — L’ecrrse, — Équations de l'ellipse. — Tangente à l’ellipse. — 
Examen de quelques fonctions analogues à ®. — Tangente par un pointextérieur. 
— Diamètres. — Diamètres conjugués ; cordes supplémentaires. — Théorèmes d’A- 
pollonius. — Exercices (47 à 52). — Exercices proposés. | 

CHAPITRE VII. — L'HypERBOLE, — Équation de l'hyperbole. — Tangente à. 
l’hyperbole. — Diamètres. — Hyperbole conjuguée. — Asymptotes. — Théorèmes | 
d’Apollonius. — Forme vectorielle des équations. — Exercices (53 à 59). — Exer= 
cices proposés. ss 

CHAPITRE VII, — La parasoze. — Équation de la parabole. — Tangente et » 
normale. — Diamètres. — Forme vectorielle des équations. — Exercices (60 à 68). 

— Exercices proposés. 

CHAPITRE IX. — FoRMULEs. — Produits de deux facteurs. — Produits de trois 
vecteurs. — Produits de quatre vecteurs. — Décomposition d'un vecteur suivant 
trois directions. — Produits de plusieurs vecteurs, — Rotations. — Exercices (6 
à 74). — Exercices proposés. LM 

CHAPITRE X. — HOUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. — Équation générale du premier 


degré. — Principales propriétés des fonctions d; fonctions conjuguées. — Inver= 
sion de la fonction ®. — Première méthode. — Exercice (Ts). — Inversion de la 
fonction ®. — Méthode d’Hamilton. — Directions principales. — Exercices (16 
à 79). — Exercices proposés. . 
CHAPITRE XI. — Les SURFACES DU SECOND ORDRE. — Équation générale des sur 
faces du second ordre. — Équation d’une surface à centre unique, rapportée à son 
centre. — Plan tangent. — Plans diamétraux et diamètres. — Nouvelle forme de … 


l'équätion de l’ellipsoïde. — Axes de l’ellipsoïde. — Sections planes. — Généra= 
trices rectilignes. — Exercices (80 à 90). — Exercices proposés. | + 
TAGLE ANALYTIQUE. RE 





A LA MÊME LIBRAIRIE. 4 


TAIT (P.-G.), Professeur de Sciences physiques a l'Université d'Édimbourg. 
— Traité des Quaternions. Traduit sur la seconde édition anglaise. avec 
Additions de l’Auteur et Notes du Traducteur, par GUSTANE PLARR, « 
Docteur ès sciences mathématiques. Deux beaux volurnes grand in-8, avec” 


figures dans le texte, se vendant séparément : "1 
PREMIÈRE PARTIE : Théorie. — A pplications géométriques. Grand in=8; 
LORS RSR TR vas + .. 0 7 fr. #0 €. => 


SECONDE PARTIE : Géométrie des courbes et des surfaces. — Cinématique: « 
— Applications à la Physique. Grand in-8.............. (Sous presse.) 


.* 





Paris. — Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, quai des Augustins, 55. 
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